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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GÉNÉRALE

Ce manuscrit est une synthèse de mes activités de recherche. Celles-ci s’articulent principalement
autour de la simulation numérique en mécanique des fluides où je pense que ma principale contri-
bution relève du développement des méthodes numériques dites de haute précision. Compte tenu de
la diversité des écoulements multi-échelles étudiés (instabilités des écoulements soumis à la rotation
jusqu’aux écoulements turbulents), mon principal objectif a été de réduire la durée des simulations,
ou temps de restitution, qui s’avère très souvent prohibitive en dépit de l’augmentation continue de
la puissance des calculateurs. Une des clés de voûte de ce travail repose sur l’approximation aux
différences finies compactes. Cette famille de différences finies est désormais bien connue pour sa
précision d’ordre supérieure aux différences finies centrées classiques mais également pour ses bonnes
propriétés aux grands nombres d’onde. Ces bonnes propriétés sont assurées tout en préservant une
localité qui permet sous certaines conditions une relative flexibilité en terme de parallélisation et
du traitement numérique de modèles physiques complexes. Par ailleurs, mon intégration au sein du
laboratoire LAMPSm’a offert l’opportunité d’une ouverture vers une thématique nouvelle pour moi, à
savoir la mécanique du contact. Ce document a pour objectifs de décrire mes principales contributions
dans ces différents domaines, mais également de mettre en évidence leurs limitations qui dès à présent
orientent mes directions de recherche future.

Dans le cadre de la simulation des écoulements turbulents, les deux dernières décennies ont dé-
montré que le calcul haute performance était désormais l’outil incontournable. A l’heure actuelle,
les simulations les plus fines intègrent les équations de Navier-Stokes sur des maillages avec des
dimensions de l’ordre de 184323 sur plusieurs milliers de processeurs (Yeung et al., 2020). Ces simu-
lations nécessitent la mise en œuvre de techniques de discrétisation compatibles avec les paradigmes
de programmation parallèle actuels et futurs. Ces derniers reposent sur un modèle à grand nombre
de "cores" pour lequel la problématique des communications entre processeurs est de première im-
portance. Ce paradigme de parallélisation dit parallélisme de données est maintenant couramment
exploité. Il consiste à modifier dynamiquement la distribution des données entre les processeurs afin
de pouvoir appliquer un algorithme séquentiel (N. Li et al., 2010 ; Pekurovsky, 2012). Il est le point
central du calcul distribué des transformées de Fourier. Ce parallélisme de données est particulière-
ment adapté aux discrétisations d’ordre élevé du fait de sa simplicité de mise en oeuvre.

On peut opposer à ce parallélisme de données, un parallélisme algorithmique se caractérisant par
une distribution statique des données couplée à une parallélisation de l’algorithme de résolution. Cette
approche de la parallélisation en mécanique des fluides numérique est généralement retenue lorsque
des approximations locales (Volumes Finis, Différences Finies, Éléments Finis, méthodes de lattice
Boltzmann ...) sont considérées. On peut citer par exemple la parallélisation du produit matrice/vecteur
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

à la base des solveurs itératifs ou encore les techniques de décomposition de domaines. Qu’une discré-
tisation soit vue comme un produit matrice/vecteur ou comme l’application d’un opérateur discret sur
un champ de données, la parallélisation de cette dernière repose finalement sur des communications
locales. Pour ces discrétisations, les volumes des communications sont inférieurs à ceux mis en jeu
dans la parallélisation des données.

Comme déjà mentionné, un consensus se dégage dans la littérature concernant l’avantage de
l’utilisation de discrétisations d’ordre élevé ou d’approximations globales, pour la simulation d’écou-
lements multi-échelles (instabilités ou turbulence). Pour les discrétisations les plus communes, comme
les méthodes spectrales (Canuto et al., 2012) ou les schémas aux différences finies compactes (Lele,
1992), leur nature globale conduit à une parallélisation de type de données. La réduction du volume
de communications apparaît alors comme un levier opportun permettant de réduire les temps de res-
titution d’une simulation.

Par conséquent, la démarche scientifique de mes travaux de recherche a consisté à étudier com-
ment les schémas compacts permettent de concilier à la fois précision numérique et haut degré de
parallélisme dans un contexte de modélisation complexe relevant de problèmes non-séparables. Le fil
conducteur de ces recherches repose sur la localité de l’approximation des schémas compacts qui se
"situe" entre les approximations locales et globales, respectivement associées aux différences finies
classiques et aux méthodes spectrales.

Ce travail a débuté durant ma thèse effectuée sous la direction de S. Viazzo et C. Solliec (Abide
et al., 2005). L’objet de ces recherches concernait la simulation d’un écoulement turbulent de type jet
plan en impact sur un obstacle. L’originalité portait sur l’utilisation des schémas aux différences finies
compactes dans un contexte de géométrie "complexe". Une approche par décomposition de domaine et
matrice d’influence fut alors retenue. Afin de tirer avantage de solveurs mono-domaines éprouvés, tels
que la méthode de diagonalisations successives, une technique de matrice d’influence a été développée
permettant d’assurer la continuité des champs de vitesse et de pression aux interfaces de la décom-
position géométrique. La qualification et la validation de l’algorithme de projection multidomaine
ont alors fait l’objet de différents cas tests : solution de Taylor-Green, cavité entraînée, écoulement en
aval d’une marche descendante, écoulement instationnaire autour d’un barreau de section carrée et
écoulement turbulent pleinement développé dans une conduite de section carrée démontrant l’effica-
cité et la robustesse de la méthode développée, ainsi que son aptitude à appréhender des écoulements
turbulents par simulation directe (Abide et al., 2005). La nature même de l’algorithme a permis alors
une parallélisation sur quelques dizaines de processeurs. Par la suite, cette méthode a été étendue
aux géométries annulaires (Oguic et al., 2015) et mise en oeuvre dans le cadre de plusieurs études
(Alizard et al., 2012 ; Žnidarčič et al., 2019).

Dans la continuité de mes travaux de thèse, j’ai souhaité m’orienter vers le calcul haute perfor-
mance en animant le Centre de Calcul Intensif des Pays de la Loire, puis en implémentant, pour le
compte du CEA, deux discrétisations volumes finis pour milieux fortement anisotropes. Durant cette
période professionnelle au CEA, il s’agissait de réaliser la parallélisation des volumes finis diamants
et symétriques (Abide et al., 2007) dans l’environnement TRIO-U dédiée à l’étude de phénomènes de
transport pour des matrices fortement anisotropes. Contrairement au travail de thèse, l’approximation
locale par Volumes finis a permis d’exploiter des solveurs linéaires itératifs sur des architectures de
calcul haute performance avec plusieurs centaines de processeurs.

Lors de mon intégration au LAMPS en 2008, j’ai intégré la thématique de l’efficacité énergé-
tique relevant du Groupe Mécanique Énergétique alors animé par B. Zeghmati. Ainsi, mes travaux
de recherche m’ont conduit à étudier les transferts thermiques et massiques en milieux confinés. Ma
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contribution fut alors le développement d’un solveur Navier-Stokes incompressible de type volume
d’ordre 2 tout en permettant aux étudiants de se former par la recherche à la mécanique des fluides
numérique (Chabani et al., 2017 ; Chesneau et al., 2011 ; Derouich et al., 2018 ; Kherbache et al.,
2017 ; Tovondrainy et al., 2017). En parallèle de cette activité, j’ai souhaité poursuivre mes travaux
sur la thématique des approximations d’ordre élevé, à savoir les schémas aux différences finies com-
pactes. L’angle d’attaque fut alors différent de celui de mes travaux de thèse puisque je me suis focalisé
sur la nature locale de l’approximation par schémas compacts. L’idée sous-jacente était de permettre
une parallélisation efficace sans introduire d’interfaces qui peuvent localement perturber les propriétés
de l’approximation considérée. Les premières applications concluantes relatives à la résolution des
équations de Navier-Stokes ont été réalisées dans le cadre de la thèse de M. S. Binous (2017). Nous
avons proposé des solveurs approchés pour l’évaluation des schémas compacts ainsi qu’une méthode
de diagonalisation parallèle basée sur une décomposition en pinceaux (Abide, Binous et al., 2017 ;
M. S. Binous, 2017). Du point de vue de la parallélisation, l’approche proposée repose à la fois sur
un parallélisme algorithmique et de données. Cette première approche a trouvé son champ applicatif
au travers de collaborations relevant de la thématique des écoulements stratifiés (Doukkali et al.,
2018) et soumis à la rotation (Abide et al., 2018 ; Meletti et al., 2021). Néanmoins, la technique
de diagonalisation successive parallèle révèle un coût algorithmique important ainsi qu’un manque
de souplesse. Ces éléments m’ont conduit à rechercher des alternatives basées en particulier sur le
préconditionnement des opérateurs elliptiques pour les schémas compacts (Abide&Zeghmati, 2017 ;
Abide, 2020 ; Abide et al., 2012).

Un second aspect de mes activités de recherche concerne la simulation numérique en mécanique
du contact. Il s’agit d’une thématique de notre laboratoire notamment portée par M. Barboteu et S.
Sofonea, dans laquelle j’ai contribué à l’encadrement des thèses de D.Danan (2016) et S.Cherkaoui
(2021). Un des aspects fondamental en mécanique du contact demeure la modélisation et la résolution
numérique du contact entre deux solides. Les modèles les plus communément utilisés formalisent le
contact par des conditions aux limites s’exprimant sous la forme d’inégalités. Dans le cadre de la thèse
de D. Danan (2016), nous avons proposé une méthode active set pour la résolution numérique du
contact entre un solide déformable et une fondation rigide. Par la suite, une extension de cette méthode
aux milieux granulaires a été réalisée durant le travail de thèse de S. Cherkaoui (2021), en intégrant
un aspect calcul haute performance.

Le présent mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier chapitre présente le contexte
de mon travail qui s’inscrit principalement dans le domaine de la simulation des écoulements in-
compressibles multi-échelles. Une discussion amenant à une présentation du caractère quasi-local
de l’approximation des schémas compacts y est notamment proposée. Elle conduit à l’orientation
et la définition de mes directions de recherche liées à la mise en oeuvre des schémas compacts. Le
chapitre 3 détaille deux stratégies de parallélisation des schémas compacts. La première exploite la
nature locale de ces derniers pour l’évaluation des dérivées et interpolations. La deuxième est une
stratégie de parallélisation de la méthode de diagonalisation successive basée sur la décomposition en
pinceaux. Ce chapitre présente également une alternative à la méthode de diagonalisation fondée sur
le préconditionnement des opérateurs elliptiques. Le chapitre 4 est consacré aux applications illustrant
la mise en oeuvre des méthodes développées au chapitre 3 sur quelques simulations. Des simulations
d’écoulements en milieu confiné et stratifié soumis à la rotation y sont présentées. Le chapitre 5
présente une synthèse de mon activité de recherche en lien avec la mécanique du contact. Les aspects
liés à la non régularité de la mécanique du contact peuvent être numériquement traités notamment à
l’aide des schémas compacts pour le problème de Signorini, ou encore dans le cas des écoulements
diphasiques fluide/particules.
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CHAPITRE 2

LES SCHÉMAS COMPACTS : UNE REVUE

Ce chapitre introduit la problématique de la discrétisation des équations de Navier-Stokes à l’aide
de schémas aux différences finies compacts. Dans un premier temps, les techniques numériques
pour la simulation de ces écoulements sont rappelées. Ensuite, les notions d’approximation spatiale
locale et globale sont illustrées, ainsi que leurs impacts sur les stratégies de parallélisation. Enfin,
les schémas compacts sont introduits pour souligner la diversité de cette famille de discrétisation.
Un point particulier concerne les difficultés associées au traitement des opérateurs elliptiques. De
ces discussions, il découle le qualificatif approximation quasi-locale qui à mon sens caractérise les
schémas compacts. En m’appuyant sur ces notions, je détaille ma démarche scientifique autour des
schémas compacts pour le calcul haute performance et la modélisation de problèmes de complexité
croissante. Bien que ce chapitre soit introductif, la réflexion menée ici s’appuie sur la littérature et mes
travaux de recherche initiaux qui ont orientés mes activités de recherche.

2.1 Méthodes numériques pour les écoulements turbulents
La simulation numérique des écoulements turbulents présente des spécificités inhérentes à la

correcte approximation des phénomènes multi-échelles tout en économisant la ressource informatique.
D’un point de vue pratique, cela se traduit par le choix d’un algorithme de découplage vitesse/pression
efficace et d’un schéma temporel d’intégration pertinent. Ces techniques numériques sont rappelées
ci-après afin de définir le cadre de ce mémoire.

2.1.1 Modèles mathématiques
Le cadre applicatif de ce travail est celui des écoulements incompressibles et faiblement compres-

sibles. Les deux modèles mathématiques sont donc rappelés ci-après. Soit � un domaine formé d’un
parallélépipède dans lequel siège l’écoulement d’un fluide incompressible et Newtonien de viscosité
a. L’écoulement est alors modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressible :

∇ · u = 0 (2.1)
mCu + u∇u = −∇? + a∇∇u (2.2)

où u, ? sont les champs de vitesse et de pression. Les conditions aux limites sont les conditions
usuelles d’adhérence à la paroi, de périodicité ou de sortie. On soulignera le rôle spécifique de la
variable de pression qui n’obéit pas à une loi d’évolution mais à une contrainte cinématique.
Le second modèle d’écoulement retenu dans ce travail (Abide, 2020 ; Chabani et al., 2017) est celui
dit à bas nombre de Mach. Ce modèle repose sur un développement asymptotique du paramètre W"2
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CHAPITRE 2. LES SCHÉMAS COMPACTS : UNE REVUE

des équations de Navier-Stokes compressibles. Le filtrage acoustique résultant de ce développement
permet une relaxation de la contrainte de stabilité temporelle tout en autorisant une variation de la
masse volumique. Il est souvent considéré comme une alternative à l’hypothèse de Boussinesq pour
les écoulements en convection naturelle ou plus généralement à masse volumique variable. Parmi les
différentes formulations possibles présentées par Knikker (2011), celle proposée par Nicoud (2000)
a été retenue. La formulation mathématique résultante est proche du modèle incompressible avec une
particularité sur la divergence, qui est non-nulle :

∇ · u = W − 1
W%0
∇ ·

(
−^∇) − 1

W − 1
dC%0

)
(2.3)

mCdu + ∇du ⊗ u = −∇? + ∇ · g (2.4)
d�? (mC) + u∇)) = ∇^∇) + dC%0 (2.5)

AAℎ>) = %0 (2.6)

%0 est appelée pression thermodynamique et dépend exclusivement du temps C. On note la densité d, la
température ) et �?, ^, ` et W correspondent aux propriétés thermophysiques usuelles. Les propriétés
thermo-physiques `, ^ varient avec la température contrairement aux coefficients de capacité calori-
fique �?. Le choix de ce modèle est motivé par les problèmes elliptiques non-séparables résultant de
la discrétisation temporelle du système (2.3). En effet, un traitement numérique efficace de ce dernier
reste encore un problème ouvert pour les discrétisations d’ordre élevé.
Dans les deux formulations, la résolution numérique consiste en l’approximation d’équations d’évo-
lution par un champ cinématique contraint par sa divergence. Les algorithmes de projection sont alors
une approche communément retenue pour traiter numériquement cette contrainte. Cette technique est
rappelée au paragraphe suivant.

2.1.2 Discrétisation temporelle

La simulation des écoulements turbulents nécessite un échantillonnage temporel important pour
correctement décrire les fluctuations des champs cinématiques et scalaires. La discrétisation tempo-
relle des équations de Naviers-Stokes introduit au plus deux contraintes de stabilité respectivement
associées aux termes convectifs et visqueux. Le critère de stabilité visqueux peut devenir très restrictif
pour les écoulements en présence de parois et à grand nombre de Reynolds. En effet, la condition
de CFL visqueuse varie quadratiquement avec le pas d’espace ΔC = fΔG2 (f dépendant du schéma
temporel). Quant au critère de stabilité convectif, il impose le choix d’un pas de temps proportion-
nel au pas d’espace ΔC = fΔG. Compte tenu du caractère instationnaire des phénomènes étudiés,
une discrétisation explicite des termes convectifs semble alors préférable à un solveur non-linéaire.
Pour l’ensemble des travaux présentés dans ce mémoire, le choix d’une discrétisation temporelle
semi-implicite prévaut. Plus spécifiquement, les schémas semi-implicites de Crank-Nicolson/Adams-
Bashforth, Crank-Nicolson/Runge Kutta ou Euler rétrograde d’ordre 2 ont été mis en œuvre (Abide,
Binous et al., 2017 ;Abide, 2020 ;Abide et al., 2018 ;Meletti et al., 2021). Sans nuire à la généralité,
on présente les grandes lignes de la discrétisation temporelle en utilisant le schéma d’Euler du premier
ordre. Pour un modèle d’écoulement incompressible, le système semi-discrétisé conduit alors à :

∇ · u=+1 = 0 (2.7)
u=+1 − u=

ΔC
+ u∇u= = −∇?=+1 + ∇2u=+1 (2.8)

)=+1 − )=
ΔC

+ u=∇)= = ∇U)∇)=+1 (2.9)
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2.1. MÉTHODES NUMÉRIQUES POUR LES ÉCOULEMENTS TURBULENTS

Pour le modèle faiblement compressible (Knikker, 2011 ; Nicoud, 2000) on est amené à considérer :

∇ · u=+1 = W − 1
W%=+10

∇ ·
(
−^=+1∇)=+1 − 1

W − 1
dC%=+10

)
(2.10)

d=+1u=+1 − d=u=
ΔC

+ ∇(du)= ⊗ u= = −∇?=+1 + ∇ · g=+1 (2.11)

d=�?
)=+1 − )=

ΔC
+ d=�?u=∇)= = ∇^=∇)=+1 + dC%=+10 (2.12)

Ad=+1)=+1 = %=+10 (2.13)

Les deux systèmes d’équations semi-discrets conduisent à des équations d’évolution pour les champs
de vitesse et un couplage avec la pression dynamique. Parmi les techniques de découplage des champs
de vitesse et de pression (Uzawa, projection diffusion), l’approche classique de projection a été retenue
dans l’ensemble de mes travaux. Les principaux éléments sont détaillés ci-après.

2.1.3 Algorithmes de projection
Le traitement numérique du couplage vitesse/pression reste encore un point délicat pour la simula-

tion numérique des écoulements turbulents incompressibles. Il existe des configurations pour lesquelles
il est possible d’éliminer la variables de pression. La formulation k −l 2d ou encore vitesse-vorticité
pour le canal plan sont des exemples. Il est possible de formuler la pression comme satisfaisant une
équation d’évolution et non plus une contrainte cinématique. Les méthodes lattice-Boltzmann, de
compressibilité artificielle privilégient ainsi cette équation d’évolution, simplifiant la résolution des
équations de Navier-Stokes. Les méthodes d’Uzawa, de matrice d’influence et de splitting (projection)
sont des approches où l’on cherche à imposer une contrainte spatiale sur la divergence du champ de
vitesse. Notre travail repose exclusivement sur les algorithmes de projection, pour lesquels Brown
et al. (2001) présente une analyse détaillée. Une analyse comparative de différents solveurs incluant
les algorithmes de projection est menée par Knikker (2011) pour les écoulements à bas Mach.
Mes travaux m’ont conduit à expérimenter le schéma de Chorin (Abide et al., 2005), l’algorithme de
projection modifié (Abide et al., 2018) pour les écoulements en géométries annulaires, ou le schéma
plus classique dit de correction de pression (Abide, Binous et al., 2017). Ce dernier est détaillé
ci-après.
La première étape consiste à évaluer une vitesse intermédiaire u★ à partir de l’équation de quantité de
mouvement :

u★ − a∇2u★ = u= + ΔC (−∇?= − u∇u=) (2.14)
u★ · n = D1 (2.15)

Ce champ de vecteur vitesse ne vérifie pas la contrainte de divergence nulle. Cette dernière est imposée
via une correction de la vitesse de type :

u=+1 = u★ − ΔC∇q (2.16)

où q est la correction de pression. Elle est solution du problème de Poisson :

∇ · ∇q = 1
ΔC
∇ · u★ (2.17)

∇u★ · n = 0 (2.18)

La pression est alors mise à jour par :

?=+1 = ?= + q (2.19)
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Une adaptation de cette méthode pour le modèle à bas nombre de Mach est proposée par Nicoud
(2000). Bien que des approches plus récentes aient été proposées, j’ai conservé celle de Nicoud dans
mes travaux (Abide, 2020 ; Chabani et al., 2017) que je détaille ci-après.
Dans un premier temps, le champ de température est déterminé en résolvant l’équation d’énergie sous
forme non-conservative :

d=�?T=+1 − ∇ · ^∇T=+1 = d=�?T= + ΔC
(
−u=∇T= + dC%=0

)
(2.20)

Pour les domaines fermés, le bilan intégral de la divergence thermique et de l’équation d’état permet
de déterminer la pression thermodynamique ainsi que son taux de variation.

dC%=+10 =

∫
�

^∇)=+1dE (2.21)

%0 =
<0∫

�
^A/)=+1dE

(2.22)

La densité d est alors déterminée grâce à l’équation d’état d=+1 = %=+10 /A)
=+1. A ce stade, il convient

de déterminer le champ de vitesse à l’instar du cas incompressible, mais en respectant cependant une
nouvelle contrainte cinématique :

∇ · u=+1 = W − 1
W?=+10

[
∇^∇)=+1 − 1

W − 1
dC%=+10

]
(2.23)

Cette contrainte est imposée dans l’étape de projection et formulée par le problème elliptique suivant :

∇ 1
d=+1
∇q = 1

ΔC
∇ · u★ − ∇ · u=+1 (2.24)

mnq = 0 (2.25)

suivie de l’étape de correction de vitesse et de mise à jour de la pression :

u=+1 = u★ − ΔC 1
d
∇q (2.26)

?=+1 = ?= + q (2.27)

Dans le cas incompressible, l’avancement temporel des équations de Navier-Stokes se réduit à l’éva-
luation des opérateurs discrets de dérivation et du calcul de solutions pour des problèmes elliptiques à
coefficients constants. Pour le cas quasi-incompressible, la masse volumique variable introduit des dif-
ficultés spécifiques lors des étapes de prédiction de vitesse et de correction de pression. Les problèmes
obtenus ne sont plus séparables. Pour les deux modèles incompressible et quasi-incompressible, on
peut isoler trois catégories de problèmes :

1. l’évaluation des termes explicites : u∇u=,
2. la prédiction de la vitesse intermédiaire : d

ΔC
u − ∇`∇u = B,

3. le calcul de la correction de pression : −∇ 1
d
∇q = B.

L’évaluation des termes explicites, nommée dans ce mémoire évaluation d’opérateurs, correspond au
calcul des dérivées et interpolations intervenant dans la discrétisation temporelle des termes convectifs
ou diffusifs. La prédiction de la vitesse intermédiaire relève de la résolution d’équations aux dérivées
partielles elliptiques ou problème d’Helmholtz :

^q − ∇ · `∇q = B (2.28)
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où ^ et ` sont des coefficients constants pour le traitement du modèle incompressible et variables dans
celui du cas quasi-incompressible. La correction de pression relève aussi de la résolution de problèmes
elliptiques ou problème de Poisson :

−∇ · V∇q = B (2.29)

où V est constant ou variable selon le modèle retenu. Pour le problème de Poisson, des conditions aux
limites de type Neumann sont appliquées sur l’ensemble de la frontière du domaine. Il en résulte une
solution définie à une constante additive près, c’est le problème de Poisson singulier.

2.2 Éléments d’approximations spatiales
Cette section, illustre l’impact du caractère local ou global d’une approximation spatiale sur les

stratégies de parallélisation et la souplesse des solveurs. Pour ceci, je m’appuie sur mes travaux
portant sur la parallélisation de méthodes de type volumes finis et des méthodes pseudo-spectrales.
En premier lieu, je fournis les éléments de classification des discrétisations spatiales.

2.2.1 Sur la classification des discrétisations spatiales
Il est usuel de classifier les discrétisations spatiales par leur précision numérique, faisant ainsi

référence à une qualité de l’approximation. Selon la nature de l’approximation, on parle d’erreur de
troncature ou d’estimation d’erreur introduisant la notion d’ordre. En toute généralité, on associe l’ordre
2 aux familles d’approximation que sont les volumes finis, les éléments finis et les différences finies.
A l’opposé, les discrétisations spectrales ou pseudo-spectrales possèdent une précision numérique
supérieure qui se manifeste par une décroissance exponentielle de l’erreur numérique. Entre ces deux
grandes familles, il est possible de classer les discrétisations de précision intermédiaire. Les éléments
spectraux (Patera, 1984) (Spectral ElementMethod), les méthodes de Galerkin discontinue (Arnold
et al., 2002) (Discontinuous Galerkin) ou les schémas Hermitiens (Collatz, 1960) entrent dans cette
famille. En pratique, cette notion de convergence se traduit par la traditionnelle convergence en
maillage.

La simulation des écoulements turbulents introduit une mesure différente de la qualité d’approxi-
mation. La gamme d’échelles inhérente à la turbulence nécessite des maillages importants conduisant
souvent à des simulations en limite de la sous-résolution. Aux petites échelles, les interactions entre
les dissipations numérique et physique définissent une sorte de zone grise rendant techniquement com-
plexe la convergence en maillage au sens de l’erreur de troncature. La figure 2.1 extraite de l’article
(Hokpunna et al., 2010) illustre cette notion de zone grise aux grands nombres d’onde.

Figure 2.1 – Spectre unidimensionnel
longitudinal de la composante de vitesse
longitudinale en canal turbulent '4g =

180.

On préfère alors juger de la convergence en maillage
par l’analyse spectrale, ou d’une manière équivalente, en
caractérisant la performance d’une approximation par sa
capacité de résolution aux grands nombres d’onde. Ainsi,
la dérivation première à l’aide de schémas compacts né-
cessite 5 fois moins de degrés de liberté que les différences
finies d’ordre 2 (Wilson et al., 2001) pour une représenta-
tion acceptable de l’erreur en résolution. L’approximation
spectrale est plus performante car une résolution équiva-
lente est obtenue avec 15 fois moins de degrés de liberté.
Le comportement du spectre à haute fréquence de la fi-
gure 2.1 est une manifestation caractéristique de cette no-
tion de résolution.
Enfin, une autre classification peut être proposée si on
analyse les approximations numériques sous l’angle purement informatique. Ainsi, une approximation
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peut se définir comme une relation d’adjacence. Les schémas standards (Volumes Finis, Différences
Finies, Éléments Finis, Lattice Boltzmann Method) sont représentés comme des relations d’adjacence
de faible profondeur, i.e. n’introduisant que ses voisins immédiats. Par exemple, le nombre de voisins
est fixé à 4 pour des Différences Finies Centrées en 2d. Pour les EF/VF, ce nombre de voisins n’est
à priori pas connu mais reste faible car il résulte de la topologie du maillage non-structuré. Ceci
découle de la nature locale des approximations (interpolation linéaire ou quadratique par morceaux)
dont est issu ce type d’approximations. Les méthodes pseudo-spectrales et spectrales sont basées sur
une représentation en polynômes trigonométriques qui par nature, sont des approximations globales.
Cette spécificité induit alors une adjacence de profondeur égale aux nombres de degrés de liberté
et une topologie de voisin régulière. L’extension multidimensionnelle se fait alors par des produits
tensoriels (Lynch et al., 1964). Entre ces deux extrêmes, il est possible de classer d’autres schémas
de la littérature, comme les schémas DRP (Tam et al., 1993) ou les schémas compacts (Lele, 1992).
La stratégie de parallélisation et les performances résultent de cette classification.

Dans le paragraphe suivant, j’illustre la notion d’approximation locale en présentant un travail
d’implémentation que j’ai réalisé avec des Volumes Finis dans l’environnement parallèle TRIOU
(Abide et al., 2007).

2.2.2 Les volumes finis : l’archétype de l’approximation locale
De nombreux solveurs en mécanique des fluides ou des milieux déformables s’appuient sur des

approximations locales. La discrétisation de ces problèmes conduisent à des systèmes linéaires creux
pour lesquels de nombreux solveurs performants existent (LU, Krilov, multigrille). Dans ce cadre, j’ai
implémenté un module de convection/diffusion pour les milieux poreux à l’aide du noyau parallèle
TRIOU 1. La problématique était celle de la diffusion de radionucléïdes dans les couches géologiques
profondes pour la gestion de déchets radioactifs par enfouissement. Le modèle mathématique central
dans ce type d’application est une équation elliptique de la forme :

mD

mC
= ∇ · �∇D (2.30)

avec D(G, C) la solution recherchée, � un tenseur symétrique défini positif. La condition initiale
D0(G) = D(G, C) est donnée, et des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann sont imposées.
Cette équation a été discrétisée avec les volumes symétriques et les volumes finisVF-DIAM(Coudière
et al., 1999 ; Le Potier, 2005). Ces schémas possèdent des propriétés de monotonie sur des mailles et
pour des tenseurs de diffusion fortement anisotropes. Le schéma n’est pas reporté dans ce mémoire.
Le lecteur peut se référer aux articles (Coudière et al., 1999 ; Le Potier, 2005) ou au rapport (Abide
et al., 2007). A l’instar de la plupart des approximations locales, un schéma temporel d’intégration
implicite couplé à la discrétisation VF de l’équation (2.30) sur un volume de contrôle Ω? conduit à :

Ω?

ΔC
D=+1? −

(
�?D

=+1
? +

∑
�=48D

=+1
=48

)
=
Ω?

ΔC
D=? (2.31)

où =48 référence les voisins de l’inconnue D?, Ω? étant le volume de la cellule de contrôle. La paral-
lélisation dans cette approche repose exclusivement sur celle du solveur linéaire. Pour les méthodes
itératives telles queKrylov oumultigrille, une composante centrale de la parallélisation est l’évaluation
des produits matrice/vecteur. Cette stratégie de parallélisation repose alors sur les communications
entre les cellules adjacentes aux interfaces de la partition du maillage. Cela induit un volume de don-
nées échangé entre les différents processeurs relativement modéré et équilibré. La figure 2.2 présente
des illustrations de ce travail de parallélisation. Le cas présenté est celui du transfert de masse dans
une matrice cimentaire contenant des inclusions de matériau hétérogène. Le ratio entre les coefficients

1. actuellement TRIO CFD
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(a) Matrice cimentaire avec inclusions.

(b) Courbes de résidus pour plusieur solveurs itératifs. (c) Courbes de strong-scaling.

Figure 2.2 – Transfert massique dans une matrice cimentaire.

de diffusion massique des inclusions est de 7 ordres de magnitude, et le maillage est constitué d’en-
viron 6 millions de mailles. La figure 2.2b présente le nombre d’itérations nécessaire pour assurer la
convergence du problème stationnaire. La figure 2.2c présente le speed-up relatif sur une plage de 4 à
24 processeurs qui se révèle être tout à fait convenable.

La parallélisation des volumes finis reste l’archétype de la stratégie d’une parallélisation algo-
rithmique qui exploite la localité des données. Cette démarche est commune à de nombreux logiciels
de CFD tels que OpenFOAM 2, NOTUS-CFD 3, MFIX-EXA 4. Il s’agit là aussi d’un trait commun
aux logiciels de type éléments finis (GetFem). Ainsi, en simulation numérique de la turbulence les
problèmes elliptiques résultant de l’algorithme de projection peuvent être discrétisés avec ce type
d’approche. Cela permet de simuler de nombreux problèmes en géométries complexes, le parallélisme
contribuant à réduire les temps de restitution. En pratique la convergence en maillage, et plus parti-
culièrement en nombre d’onde, est souhaitée, ce qui nécessite d’employer un grand nombre de degrés
de liberté. Une alternative est alors l’utilisation de discrétisations d’ordre élevé, limitant cependant
les configurations simulées : géométries simples, conditions aux limites particulières. Le paragraphe
suivant illustre la problématique de la parallélisation des approximations d’ordre élevé en s’appuyant
sur les méthodes pseudo-spectrales.

2.2.3 Méthodes pseudo-spectrales : archétype de l’approximation globale
La nature locale des différences finies ou des volumes finis induit des techniques de parallélisation

conduisant à un schéma de communications locales. Dans ce cas, les performances sont principalement

2. https ://www.openfoam.com/
3. https ://notus-cfd.org/
4. https ://mfix.netl.doe.gov/
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tributaires du solveur linéaire, avec pour référence de solveur optimal les méthodes multigrilles.
Le fondement de la méthode des éléments finis et des méthodes spectrales repose sur celui de
l’approximation d’un espace de solutions admissibles. Ainsi, les méthodes spectrales s’appuient sur
des fonctions à support global, permettant ainsi d’obtenir une convergence rapide des approximations
numériques lorsque les fonctions sont suffisamment régulières. En comparaison aux approximations
à support local, les méthodes spectrales sont limitées à des géométries simples et possèdent une
complexité algorithmique supérieure. Ayant utilisé ce type d’approche à plusieurs reprises pour
discrétiser des domaines périodiques (Abide et al., 2018 ; Doukkali et al., 2018 ; Meletti et al.,
2021) je présente succinctement les points importants. Considérons un domaine périodique 1d, [0, 2c[
sur lequel est défini le problème elliptique suivant :

−D′′ + ^D = B (2.32)

La solution recherchée étant périodique et suffisamment régulière alors sa série de Fourier converge :

D(G) =
+∞∑
:=−∞

D̂: exp(8:G) (2.33)

L’approximation à la fréquence de coupure # se note :

D# (G) =
+#/2∑
:=−#/2

D̂: exp(8:G) (2.34)

L’ensemble des fonctions {exp(8:G), : ∈ Z} est une famille orthogonale pour le produit scalaire
(D, E) =

∫
DEdG. La solution du problème elliptique revient alors à déterminer les coefficients spectraux

D̂: par :
(:2 + ^)D̂: = B̂: (2.35)

Le coût de la solution repose alors intégralement portée sur le calcul des transformées de Fourier. La
forme matricielle des transformées de Fourier (Canuto et al., 2012) est donnée par :

©«

D̂−#/2
...

D̂:
...

D̂#/2

ª®®®®®®¬
=

1
# + 1

©«
...

· · · 4−8l# : 9 · · ·
...

ª®®®®®®®¬
©«

D0
...

D 9
...

D#

ª®®®®®®¬
et

©«

D0
...

D 9
...

D#

ª®®®®®®¬
=

©«
...

· · · 48l# :; · · ·
...

ª®®®®®®®¬
©«

D̂−#/2
...

D̂0
...

D̂#/2

ª®®®®®®¬
(2.36)

Ce formalisme matriciel n’est jamais mis en oeuvre en pratique, mais il permet d’illustrer la notion
de support global. On préfère recourir aux transformées de Fourier rapides d’une complexité algo-
rithmique en # log # pour effectuer les changements de base. La parallélisation de ces algorithmes
associés aux approximations globales repose sur une parallélisation des données : la décomposition en
pinceaux (N. Li et al., 2010 ; Pekurovsky, 2012). La parallélisation d’un code série nécessite un effort
modéré car l’algorithme séquentiel est identique, la seulemodification importante étant la procédure de
transposition des données. C’est le concept de parallélisation des données. Les premières applications
de parallélisation des FFT utilisaient une décomposition de domaine 1D ou slab decomposition. Avec
cette décomposition, les données 3D sont distribuées sur une grille 1D de processeurs. La direction
décomposée peut être reconstruite par une ou deux transposées globales qui redistribuent les données
entre les processeurs, rendant possible l’application d’algorithmes séquentiels tels que les FFT, les
solveurs par plan...
Une limitation de cette décomposition 1d est que le nombre de points le plus faible des 3 directions
correspond au nombre maximum de CPU utilisable. Une alternative est alors la décomposition pencil,
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ou en pinceaux qui utilise une grille 2D de processeurs. Cette approche est couramment utilisée pour
le calcul des transformées de Fourier sur des architectures à mémoire distribuée. Elle supporte le
caractère global des transformées de Fourier au travers d’une utilisation intensive de communications
collectives globales MPI_ALLTOALL. Une bonne maîtrise des performances de ces communications
collectives peut s’avérer très technique (Yeung et al., 2020) et donc on peut être conduit à limiter le
nombre d’appels à la redistribution dynamique des données, en favorisant un maillage collocatif par
exemple.

2.3 Les schémas aux différences finies compactes
Cette section présente tout d’abord une revue bibliographique illustrant la diversité des approxima-

tions aux différences finies de type compact. Les schémas compacts développés selon Lele (1992) y sont
détaillés ainsi que les difficultés techniques inhérentes à la discrétisation des opérateurs elliptiques.

2.3.1 Les schémas Hermitiens précurseurs des schémas compacts
Historiquement, les méthodes d’ordre élevé avaient pour objectif de pallier l’absence ou les faibles

ressources informatiques disponibles. Ainsi dès les années 60, la précision des méthodes spectrales a
permis de réaliser les premières simulations de la turbulence homogène isotrope. Il est possible de se
faire une idée des ressources informatiques disponibles :Orszag et al. (1972) rapportent une durée de
30 B par itération temporelle pour une résolution de 643. Antérieurement, Collatz (1960) soucieux
de limiter ses efforts calculatoires illustre le potentiel des ordres élevés en calculant la déformée
d’une poutre soumise à une charge. Dans un premier temps, Collatz (1960) calcule une solution
à l’aide de différences finies centrées d’ordre 2 sur deux maillages de 3 et 5 points pour en déduire
par extrapolation la déformation au centre la poutre. Le calcul effectif consiste à résoudre un système
tridiagonal de dimension 5. Il proposa alors un schéma aux différences finies original, possédant une
erreur de troncature au quatrième ordre et dont la discrétisation résulte en un système tridiagonal
comme les différences finies centrées d’ordre 2. Les détails reportés dans son manuscrit laissent à
penser que les calculs sont réalisés manuellement, légitimant l’ordre 4 pour minimiser le nombre
d’opérations. A ma connaissance, il s’agit là d’une des premières formulations publiées d’un schéma
compact.

En général, l’accroissement de la précision numérique au sens de l’erreur de troncature est com-
munément associée à une molécule de calcul plus large. L’intuition de Collatz (1960) est reportée
ci-dessous : “The gain in accuracy over the ordinary method is obtained, not by including more pivo-
tal values, as in the method of higher approximation, but by basing the derivation of each individual
difference equation on the fact that the differential equation is satisfied at several point, rather than just
one as in the other methods.”
Cette idée conduit ainsi à introduire les dérivées successives comme des inconnues supplémentaires :
on parle alors de schémas Hermitiens ou de Mehrstellen. La relation aux différences s’exprime alors
sous la forme suivante (Collatz, 1960 ; Peyret et al., 1983) :

 ∑
− 

0?D8+? + 1?D′8+? + 2?D′′8+?

En s’inspirant de cette technique, les travaux précurseurs (Ciment et al., 1978 ; E. Krause et al.,
1976 ; Lecointe et al., 1984 ; Roux et al., 1978), mettent en oeuvre des variantes du schéma origi-
nal de Collatz. Les applications concernaient alors la détermination de couche limite turbulente, ou
d’écoulements laminaires à l’aide de la formulation k −l. Dans l’ensemble de ces travaux, la volonté
de conserver une structure algébrique tridiagonale est fortement marquée. En formulation k − l,
la méthode "Alternate Direction Implicit" est le principal solveur considéré afin que la formulation
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unidimensionelle sous-jacente reste discrétisée sur 3 points.

L’article fédérateur de Lele (1992), aborde entre autres les schémas Hermitiens sous l’angle de
la résolution en nombre d’ondes. Il isola une famille de schémas Hermitiens pour l’étendre à d’autres
opérateurs comme l’interpolation ou la dérivation sur une grille décalée. Il montre alors par une analyse
en nombre d’onde que cette classe de schéma se "comporte comme" les méthodes spectrales. Il est à
souligner que ce résultat s’obtient en augmentant la dimension de la molécule de calcul, s’éloignant
de l’idée originale de Collatz (1960). Le travail de Lele (1992) est sans conteste une référence
dans le domaine des discrétisations d’ordre élevé et généralement le terme schéma compact y fait
référence. De nombreuses variantes ont été développées avec comme ligne directrice l’accroissement
de la précision et l’amélioration de la résolution tout en minimisant la taille des molécules de calcul. Je
présente ci-après une revue de quelques variantes de schémas compacts afin d’illustrer leur diversité.

Par exemple, Hixon (2000) proposa une variante permettant d’accroître la précision numérique
tout en conservant une molécule de calcul de petite taille. Cette famille de schémas repose sur
la formulation d’un schéma implicite interprété comme la somme de deux schémas implicites et
décentrés. L’ordre 4 est alors obtenu par résolution de deux systèmes linéaires bidiagonaux, et l’ordre
6 en résolvant deux systèmes tridiagonaux. Dans ce dernier cas, le schéma repose sur trois points
comme pour des schémas compacts de Lele (1992) d’ordre 4. Ces schémas sont souvent utilisés
dans le domaine de l’aéroacoustique en raison d’un bon comportement aux hautes fréquences. Les
schémas compacts ont aussi été étendus aux écoulements présentant des discontinuités. Dans ce cas,
la difficulté relève du traitement du phénomène de Gibbs et de la positivité du schéma inhérent aux
schémas d’ordre élevé. Les schémas ENO et WENO (Jiang et al., 1996) ont été développés à cet
effet avec la particularité d’un décentrement fonction de la régularité de la solution. Elles souffrent
souvent d’une mauvaise résolution spectrale et d’une dissipation numérique excessive. Pirozzoli
(2002) et Adams et al. (1996) ont ouvert une voie avec les méthodes hybrides schémas compacts
et ENO/WENO, qui restent encore en développement actif. A l’instar des schémas DRP de Tam
et al. (1993), les schémas compacts permettent certaines optimisations. Ainsi, il est possible de
déterminer une famille de schémas compacts ayant un comportement hyper-visqueux en introduisant
une viscosité numérique aux plus hauts nombres d’onde (Dairay et al., 2017). Le lecteur familiarisé
avec ces méthodes notera que la revue précédente ne pointe pas le délicat problème de la discrétisation
et de la résolution des problèmes elliptiques. Il sera traité dans la section 2.3.3. Les schémas présentés
ici sont associés à une discrétisation temporelle explicite. Dans ce contexte la parallélisation des
schémas compacts se fait selon de trois approches.
Une première stratégie de parallélisation pour l’évaluation des schémas compacts est identique à celle
utilisée pour le calcul distribué des transformées de Fourier : la décomposition en pinceaux (N.Li et al.,
2010 ; Pekurovsky, 2012). Elle a été adaptée au cas des schémas compact par Laizet et al. (2009) et
reste couramment utilisée pour la parallélisation des schémas compacts. Aucune approximation n’est
introduite, mais le coût informatique de la distribution dynamique est à considérer, notamment pour les
architectures GPU. Une seconde technique de parallélisation favorise un schéma de communications
locales en considérant des zones de recouvrement aux interfaces pour lesquelles sont développés
des schémas compacts décentrés (Kim et al., 2012 ; Sengupta et al., 2007). Les auteurs de ces
méthodes notent que le décentrement à l’interface peut introduire des oscillations qu’il convient de
maîtriser avec un filtrage adapté. La troisième approche, celle adoptée dans ce manuscrit, repose sur la
résolution parallèle de systèmes tridiagonaux ou pentadiagonaux. Il s’agit de l’opération élémentaire
pour l’évaluation des schémas compacts. Elle consiste à isoler les inconnues aux interfaces et à
résoudre le système linéaire tridiagonal de manière exacte ou approchée (Sun, 1995). Pour l’inversion
approchée, la qualité de l’approximation résulte de l’importance du terme de la diagonale dominante.
On note que cette technique de parallélisation n’introduit qu’une cellule de recouvrement : on respecte
ainsi le caractère local des schémas compacts. Cette méthode est un aspect important de mon travail
et par conséquent sera détaillée au chapitre 2.
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2.3.2 Formulation des schémas compacts
Cette section détaille la formulation des schémas compacts de l’article de Lele (1992). Soit un

intervalle [0, 1] et sa grille dite collocative G 5 = {G8 | G8 = 0 + (8 − 1)ℎ, 1 ≤ 8 ≤ #} uniforme de pas
ℎ = (1 − 0)/# . Associons à ce maillage une grille dite décalée définie par les centres des cellules
de la grille collocative. G2 = {G8+1/2 | G8+1/2 = G8 − ℎ/2, 1 ≤ 8 ≤ #}. Ce type de grille décalée est ce
que l’on appelle la disposition entrelacée ou staggered grid. Elle est utilisée pour éliminer les modes
parasites de pression pour les solveurs incompressibles (Ferziger et al., 2002). On introduit alors les
approximations par les notations D8, D8+1/2 ainsi que les dérivées D′8 et D

′
8+1/2. En conservant les notations

de Lele (1992), les schémas compacts pour les opérateurs de dérivation décalée et d’interpolation
sont définis par :

VD′8−2 + UD
′
8−1 + D

′
8 + UD′8+1 + VD

′
8+2 = 0

D8+1/2 − D8−1/2
ℎ

+ 1
D8+3/2 − D8−3/2

2ℎ
+ 2

D8+5/2 − D8−5/2
3ℎ

(2.37)

et

VD8−2 + UD8−1 + D8 + UD8+1 + VD8+2 = 0
D8+1/2 + D8−1/2

2
+ 1

D8+3/2 + D8−3/2
2

+ 2
D8+5/2 + D8−5/2

2
(2.38)

Les coefficients U, V, 0, 1 et 2 sont alors déterminés par un développement en série de Taylor selon
l’ordre de l’erreur de troncature souhaitée (Lele, 1992). J’ai principalement utilisé les schémas d’ordre
4 et 6 (Abide, 2020 ;Abide et al., 2005 ;Abide et al., 2018) dans lesquels je détaille aussi les relations
frontières nécessaires à leur fermeture. On notera que dans l’article (Abide, 2020) des schémas d’ordre
8 et 10 ont également été employés avec un domaine périodique. Elles ne sont cependant pas reportées
dans le présent manuscrit. le lecteur peut se reporter à ces articles.
Indépendamment du schéma considéré, l’évaluation d’un opérateur discret requiert la solution d’un
système linéaire de la forme :

"*′ = �* (2.39)

où " et � résultent respectivement des membres de gauche et de droite de la relation (2.37), et avec
* = {D8, 1 ≤ 8 ≤ #} e et *′ = {D′

8
, 1 ≤ 8 ≤ #}. Ce qui peut être formellement réécrit sous la forme

matricielle suivante :
*′ = "−1�* = X2 5* (2.40)

Dans le contexte de la simulation numérique des écoulements turbulents, les évaluations s’opèrent sur
des champs de données tridimensionnels par produit tensoriel. Ainsi, si q8, 9 ,: = q(G8, H 9 , I: ) est un
champ discret scalaire tridimensionnel les dérivées spatiales sont évaluées par :

mGq =

(
X
2 5
G ⊗ IH ⊗ II

)
q

mHq =

(
IG ⊗ X2 5H ⊗ II

)
q

mIq =

(
IG ⊗ IH ⊗ X2 5I

)
q

Le surcoût algorithmique des schémas résulte de l’inversion des systèmes tridiagonaux ou pentadia-
gonaux " . Toutefois, la complexité algorithmique pour ce type de méthode est favorable car linéaire.
Cette formulation de Lele (1992) contribua à la diffusion des schémas compacts en apportant une
approche suffisamment souple pour discrétiser les principaux opérateurs : dérivation décalée, interpo-
lation décalée, filtrage, dérivées premières, secondes et d’ordre 3. Rappelons que les schémas compacts
restent un cas particulier des schémas Hermitiens proposés par Collatz (1960).
L’extension aux maillages non-uniformes s’obtient en utilisant une transformation analytique de
maillage. Soit une transformation G = G(-) où G est l’espace physique et - défini par le maillage
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uniforme. En conséquence, le calcul des dérivées première et seconde est donné par :
m

mG
= -G

m

m-

m2

mG2 = -
2
G

m2

m-2 + -GG
m

m-

Le calcul des métriques -G et -GG est alors analytique. Dans le cadre de ce mémoire, différentes
fonctions de transformation ont été utilisées. A titre d’exemple, le raffinement aux bords du domaine
de calcul est obtenu à l’aide de la fonction de transformation :

G(-) = 1
0

tanh - tanh−1 0

Une revue complète des différentes techniques de calcul des dérivées sur des maillages non-uniformes
est proposée dans (Visbal et al., 2002).
Les schémas compacts dissipent peu, mais ont tendance à développer des modes non-physiques à
haute fréquence, pouvant conduire à des instabilités numériques. La non-uniformité du maillage, les
conditions aux limites et la présence de gradients importants selon les écoulements considérés, sont
souvent les facteurs déclenchant ces instabilités ou wiggles . Une procédure de filtrage des variables
primaires, comme définie dans les travaux de Visbal et al. (2002), devient alors nécessaire. En raison
de sa simplicité de mise en oeuvre, le filtre utilisé dans mon travail est :

UD8−1 + D8 + UD8+1 =
#∑
=

0=
D8+= + D8−=

2
(2.41)

En accord avec les travaux de (Visbal et al., 2002), dans le but de conserver la précision à l’ordre
4 (ou 6) des schémas compacts, un filtre implicite du 6ème ordre (ou 10ème ordre) est utilisé. Ce
filtrage s’est révélé indispensable dans l’approche multidomaine lors de mes travaux de doctorat. Plus
récemment, cette procédure de filtrage a permis de stabiliser les simulations dans le cas d’une cavité
de ventilée (cf. chapitre 3). Il est à noter que le lien entre procédure de filtrage, simulation implicite
des grandes échelles et modélisation du tenseur de sous-mailles reste un thème d’actualité (Dairay
et al., 2017 ; Lamballais et al., 2021).

2.3.3 Schémas compacts pour problèmes elliptiques
L’évaluation des dérivées/interpolations par des schémas compacts ne présente pas de difficulté

particulière, hormis la parallélisation. La conclusion semble être différente si l’on s’intéresse aux
problèmes elliptiques. En effet, dans de nombreux cas, la discrétisation de cette famille de problème
conduit à des systèmes linéaires denses. Ceci est en contradiction avec la notion d’approximation
locale des schémas compacts. Ce point est discuté ci-après en présentant premièrement les causes de
cette perte de localité. Ensuite, en m’appuyant sur la littérature, j’identifierai les deux grandes écoles
permettant de discrétiser et résoudre des problèmes elliptiques à l’aide des schémas compacts.

Discrétisation par schémas compacts des problèmes elliptiques

Considérons un domaine périodique défini [0, 1[ discrétisé sur une grille de pas d’espace uniforme
ℎ. Soit le problème linéaire d’ordre 2 suivant :

−D′′ + 2D′ + 1D = 5 (2.42)

avec 2 ∈ R, 1 > 0, 5 une fonction suffisamment régulière définie sur un domaine périodique.
Considérons également le schéma compact d’ordre 4 pour les opérateurs de dérivation première et
seconde :

1
4
D′8−1 + D

′
8 +

1
4
D′8+1 =

3
2
D8+1 − D8−1

2ℎ
(2.43)
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1
10
D′′8−1 + D

′′
8 +

1
10
D′′8+1 =

6
5
D8+1 − 2D8 + D8−1

ℎ2 (2.44)

−D′′8 + 2D′8 + 1D8 = 58 (2.45)

Dans la démarche de Collatz (1960), il suffit de considérer le système de taille 3# constitué des
inconnues (D′′

8
, D′
8
, D8). En considérant une simple combinaison linéaire des équations (2.43)-(2.45) il

est possible d’éliminer l’inconnue D′′
8
, réduisant ainsi le système à une dimension 2# . Dans le cas

où 2 = 0, le système se réduit un système tridiagonal. Dans le cas général, il est possible d’obtenir
un système tridiagonal en suivant par exemple les approches de E. Krause et al. (1976) et Ciment
et al. (1978) (Operator Compact Implicit). Dans cet exemple introductif, la formulation discrète d’un
problème d’ordre 2 conduit alors à une molécule de calcul compacte.
Considérons à présent le formalisme de Lele avec une écriture explicite des opérateurs de dérivation,
soit

−"−1
GG XGG* + 2"−1

G XG* + 1* = � (2.46)

Il vient alors :
XGG* + 2"GG"

−1
G XG* + "GG1* = "GG� (2.47)

Cette formulation compacte est assujettie à la condition "GG = "G . Dans ce cas la formulation de la
dérivée compact premiére doit s’appuyer sur les points D8+2 et D8−2 pour conserver l’ordre 4 (U = 1/10
dans l’équation (2.43) à la place de 1/4 (Lele, 1992)). On perd ainsi l’essence même des schémas
Hermitiens.
Cette perte de la localité est clairement visible dans la littérature en ce qui concerne la formulation
discrète des opérateurs elliptiques associés à l’équation de correction de pression (ou problème de
Poisson). En effet, en considérant le cadre unidimensionnel et périodique, ce problème de Poisson
s’écrit alors :

− (D′)′ = 5 (2.48)

qui conduit à la discrétisation suivante :

−
[
(" 5 2

G )−11
5 2
G

] [
("2 5

G )−11
2 5
G

]
* = −X2* = ( (2.49)

où, les matrices (" 5 2
G )−11

5 2
G et ("2 5

G )−112 5 sont des matrices denses résultant de la discrétisation
compacte des dérivées décalées. Il y a clairement perte du caractère compact de l’approximation à
cause de la non-commutation des matrices "2 5 et X 5 2G . Or, cet exemple est le coeur d’un solveur fluide
incompressible nécessitant des stratégies spécifiques pour contourner cette difficulté. Les travaux de
Schiestel et al. (1995) ouWilson et al. (2001) illustrent ce type de stratégie.

Discrétisation des opérateurs elliptiques selon Lele

Le paragraphe précédent souligne la difficulté à conserver le caractère local des schémas compacts
pour les problèmes elliptiques et plus particulièrement pour le problème de Poisson de l’étape de
projection. Ces deux aspects restent encore incontournables pour la simulation des écoulements,
malgré l’essor des méthodes de type compressibilité artificielle ou lattice Boltzmann. D’un point
de vue pratique, cela limite fortement le développement d’un solveur linéaire optimal puisque l’on
doit considérer des systèmes linéaires denses et mal conditionnés pénalisant les performances des
méthodes itératives classiques. Une analyse de la littérature sous cet angle, restreinte à la simulation
des écoulements, illustrant cette difficulté est présentée ci-après.
Par exemple, Schiestel et al. (1995) proposèrent un solveur itératif pour la correction de pression.
Plus précisément, il s’agissait d’un solveur de type defect correction pour lequel une équation sur le
résidu à l’ordre 2 est introduite. S’agissant d’un écoulement à deux directions homogènes discrétisées
par Galerkin-Fourier, le solveur de Poisson d’ordre 2 est résolu à l’aide d’un simple algorithme
TDMA. Cette approche est retenue par Knikker pour son solveur incompressible Knikker (2009)
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et bas nombre de Mach (Knikker, 2011). Pour les équations de quantité de mouvement, il emploie
comme préconditionneur un solveur ADI et pour l’équation de Poisson un solveur multigrille. Il
est important de souligner les similitudes importantes avec l’approche par préconditionnement des
opérateurs elliptiques pour les méthodes spectrales (Canuto et al., 2012 ; Haldenwang et al.,
1984). Dans cette approche, le système linéaire est préconditionné par un problème spectralement
équivalent dont la résolution est plus simple. On citera par exemple l’analyse de Haldenwang et al.
(1984) pour un préconditionnement par différences finies ou encore plus récemment la recherche de
préconditionnement optimal proposé par Labrosse et al. (2011). Boersma (2011) utilise pour comme
solution du problème de Poisson un solveur itératif de type Krylov et non-préconditionné mais sans
discussion sur la convergence. Ainsi, à l’instar de la méthode de préconditionnement des opérateurs
elliptiques des discrétisations spectrales, les schémas compacts n’interviennent que par le biais de
l’évaluation des résidus.
S’agissant des méthodes directes, Laizet et al. (2009) proposèrent un solveur optimal d’un point de
vue algorithmique en utilisant un solveur rapide FFT. A l’heure actuelle, ce solveur est sans doute l’un
des plus performant. Toutefois, ce solveur direct rapide contraint à un raffinement de maillage dans
une seule direction et restreint fortement le choix du type de conditions aux limites.
A l’instar des méthodes spectrales (Canuto et al., 2012),Vedy et al. (2003) proposèrent une méthode
de diagonalisation successive (Lynch et al., 1964) pour les schémas compacts. On notera que le code
SAILOR développé par Tyliszczak (2016) utilise aussi la méthode de diagonalisation. L’extension
multidomaine par matrice d’influence est donnée dans (Abide et al., 2005) et avec une extension
aux géométries cylindriques dans Oguic et al. (2015). La méthode de diagonalisation est un solveur
linéaire direct qui repose sur la séparabilité de la discrétisation (Lynch et al., 1964). Cette technique,
surtout employée dans la communauté spectrale (Raspo et al., 1996 ; Serre et al., 2001), illustre
la porosité avec la communauté des schémas compacts. Toutefois, elle est limitée aux problèmes
séparables, à coefficient constant, du fait de l’étape de diagonalisation qui est trop coûteuse même
pour les problèmes de petite dimension. De plus, sa complexité algorithmique étant quadratique, cette
technique devient rapidement prohibitive en temps de de calcul.
Ces éléments bibliographiques montrent les difficultés dans le traitement des discrétisations par
schémas compacts des problèmes elliptiques. La perte du caractère local des schémas compacts
s’explique par ce point. En effet, de nombreux travaux inspirés deMacKinnon et al. (1991) proposent
par ailleurs des formulationsmultidimensionnelles des opérateurs elliptiques conduisant à des systèmes
linéaires creux, et permettant la mise en oeuvre de méthodes multigrilles performantes, par exemple.

Discrétisation des opérateurs elliptiques selon l’idée de MacKinnon

En s’appuyant sur les travaux de MacKinnon et al. (1991), Spotz et al. (1995) propose de
construire un schéma de type différences finies compactes en discrétisant l’erreur de troncature même.
Cette technique est illustrée ci-après pour le problème unidimensionnel D′′ = B :

D8+1 − 2D8 + D8−1

ℎ2 = D′′8 (G8) +
ℎ2

12
D(4) + >(ℎ4)

= D′′8 (G8) +
ℎ2

12

(
(D′′8+1 − 2D′′8 + D′′8−1)/ℎ

2 + >(ℎ2)
)
+ >(ℎ4)

=
1

12
D′′8+1 +

5
6
D′′8 +

1
12
D′′8−1 + >(ℎ

4)

=
1

12
B8+1 +

5
6
B8 +

1
12
B8−1 + >(ℎ4)

Le point clef reste la réécriture de l’erreur de troncature à partir des dérivées de l’équation différentielle.
Cette approche offre une souplesse d’utilisation relativement simplifiée lorsque les coefficients sont
variables et permet de conserver le caractère local des schémas compacts.
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De nombreux travaux trouvent leurs origines dans ce formalisme. On notera par exemple le travail de J.
Zhang et al. (2000) qui étend la procédure deSpotz et al. (1995) aux équations de convection/diffusion
tri-dimensionnelled et introduit un solveurmultigrille pour l’inversion du système linéaire qui est creux
dans ce cas. Les études de convergence de Fournié et al. (2006),Karaa et al. (2002)montrent l’intérêt
desméthodesmultigrilles car elles permettent de combiner à la fois précision d’ordre élevé et optimalité
du solveur, i.e. la complexité algorithmique linéaire. Dans le cas de coordonnées cylindriques, Lai
et al. (2007) montrent l’efficacité d’un solveur BICGstab préconditionné par un solveur rapide selon
une discrétisation par des différences finies centrées d’ordre 2. Cette technique rappelle fortement le
préconditionnement des opérateurs elliptiques utilisé dans le cadre des méthodes spectrales (Canuto
et al., 2012). Cette approche s’applique naturellement en mécanique des fluides par le biais de la
formulation fonction de courant/vorticité des équations de Navier-Stokes incompressibles. Les récents
travaux de Kumar et al. (2020) illustrent encore cette tendance, ou les travaux de Croisille (2013)
qui propose un schémas pour la résolution d’équations de transport sur une sphère cubique. Bien
que la littérature prouvent les performances de ces solveurs itératifs pour ces schémas compacts,
il me semble que cette approche n’ai jamais été employée pour l’étude d’écoulements turbulents
tridimensionnels incompressibles. J’attribue cela au formalisme souvent complexe (recours au calcul
symbolique) des formulations obtenues qui est peu compatible avec les grilles décalées par exemple.
On notera toutefois que cette approche préserve la nature locale des schémas compacts quant à la
discrétisation des problèmes elliptiques.

2.4 Vers une exploitation de la localité des schémas compacts
Dans cette section, j’introduis et argumente la notion d’approximation quasi-locale pour les

schémas compacts. L’analyse précédemment menée souligne le caractère local des schémas compacts
est de fait peu exploité. Or, une meilleure compréhension de ces aspects pourrait conduire à un
parallélisme plus efficace et à une plus grande généralité des problèmes pouvant être traités. J’illustre
donc ce point de vue au travers de la méthode de décomposition de domaine proposée en thèse et le
développement d’un schéma itératif.

2.4.1 Schémas compacts ou approximations quasi-locales
La dénomination schéma compact est associée au fait que pour une taille de molécule donnée

l’erreur de troncature est inférieure à celle des différences finies classiques. Ce point semble discutable
lorsqu’il s’agit de considérer des problèmes elliptiques comme indiqué au paragraphe 2.3.3. Afin
d’illustrer ces propos, considérons ici la dérivation seconde discrétisée à l’ordre 2 centré, à l’ordre
4 en compact, ainsi qu’avec une méthode pseudo-spectrale. Le domaine est donc périodique et nous
considérons 6 noeuds pour la discrétisation. Exprimé sous la forme explicite pour les schémas compacts
X = "−1�, ces opérateurs discrets se réduisent aux matrices circulantes suivantes :

X2
5 3 =

[
0 0 1 −2 1 0

] 36
4

(2.50)

X2
ℎ>2B =

1
33

[
−5 49 −89 49 −5 1

] 36
4

(2.51)

X2
B? =

[
−5/3 1/2 5/6 −1 5/6 1/2

]
(2.52)

Sur cet exemple la nature globale des différences finies compactes est claire. Toutefois, en comparaison
à la discrétisation pseudo-spectrale, une décroissance des poids hors diagonale est observée. La
figure 2.3 présente la molécule de calcul dans le cas périodique pour les schémas compacts d’ordre
4 et 6, ainsi que les différences finies centrées d’ordre 2. Cette représentation illustre la décroissance
exponentielle des poids dans la relation discrète de dérivation des schémas compacts. Ce point précis
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Figure 2.3 – Comparaison des molécules de calcul de différents opérateurs de dérivée seconde.

résulte de la dominance de la diagonale du système linéaire associé aux schémas compacts (Sun, 1995)
Cette particularité devrait orienter une stratégie de parallélisation pour tirer partie de communications
locales. Elle est à opposer à la stratégie de parallélisation par décomposition en pinceaux, qui implique
un volume de données échangé (N. Li et al., 2010). Cette stratégie locale de parallélisation est celle
que j’adopte dans mes travaux (Abide, Binous et al., 2017 ; Abide et al., 2018) pour l’évaluation des
termes explicites par des schémas compacts : elle sera détaillée au chapitre 2.

2.4.2 Méthodes multidomaines

Dans le cadre de ma thèse de Doctorat, nous avions proposé avec S. Viazzo une méthode de
décomposition de domaine pour simuler des écoulements incompressibles en géométries complexes
composées d’un pavage de domaines rectangulaires (Abide et al., 2005). Ce choix était motivé par
le souhait d’étendre la précision élevée des schémas compacts aux géométries complexes pour les
opérateurs elliptiques résultant de la méthode de projection (cf. § 2.1). Une technique de matrice
d’influence avait donc été retenue comme dans les travaux de (Raspo et al., 1996), qui a développé
cette approche avec succès dans le cadre des méthodes spectrales.
On présente ici les grandes lignes de la méthode pour un domaine 1d périodique dans le but de
montrer comment cette approche redonne de la localité aux opérateurs elliptiques discrétisés avec des
schémas compacts ou des méthodes spectrales. Soit Ω = [0, 1[ un domaine périodique décomposé en
3 sous-domaines sans recouvrementΩ = Ω(1) ∪Ω(2) ∪Ω(3) . Sur chaque sous-domaineΩ(?) sont alors
définis les sous-problèmes elliptiques suivants :

−D′′ = B surΩ(?) (2.53)
[D] = [D′] = 0 surΓ?@ = Ω(?) ∩Ω(@)@ ≠ ? (2.54)

où Γ?@ = Ω(?) ∩ Ω(@)@ ≠ ? font références aux interfaces, et l’opérateur [q] (G) = q(G+) − q(G−) est
le saut de la fonction q en G un point de l’interface. Pour des solutions suffisamment régulières, cette
formulation est consistante avec le problème mono-domaine suivant :

−D′,′ = B surΩ (2.55)

Le fil conducteur de la méthode multidomaine considérée consiste en l’imposition des conditions de
régularité discrète (ou de transmission) de la solution sur l’interface. On développe alors la solution
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sous la forme de la combinaison linéaire suivante :

D1 = _1
−D̃

1
− + _1

+D̃
1
+ + D1

ℎ

D2 = _2
−D̃

2
− + _2

+D̃
2
+ + D2

ℎ

D3 = _3
−D̃

3
− + _3

+D̃
3
+ + D3

ℎ

avec {_8+/−} la restriction de la solution à l’interface, et D̃8+/− sont solutions dites harmoniques satis-
faisant : 

−X2
G D̃
8
− = 0 surΩ8
D̃8− = 1 surΓ1

−
D̃8+ = 0 surΓ1

+


−X2

G D̃
8
+ = 0 surΩ8
D̃8− = 0 surΓ8−
D̃8+ = 1 surΓ8+

(2.56)

Par ailleurs, la solution homogène Dℎ satisfait le problème :
−X2

G D
?

ℎ
= B surΩ?

D?− = 0 surΓ?−
D
?
+ = 0 surΓ?+

(2.57)

Les valeurs à l’interface sont calculées en appliquant la condition de saut sur la dérivée à l’interface.
Cela conduit à la construction du système linéaire suivant :

[MIC]Λ = *ℎ
Λ = [_(1)− , _

(1)
+ , _

(2)
+ , _

(2)
+ , _

(3)
− ]C

*ℎ = [XD1
ℎ
|− − XD3

ℎ
|+, XD1

ℎ
|+ − XD2

ℎ
|−, XD2

ℎ
|− − XD1

ℎ
|+, XD2

ℎ
|+ − XD3

ℎ
|−, XD3

ℎ
|− − XD2

ℎ
|+]C

(2.58)

où [MIC] est une matrice dense appelée matrice d’influence de continuité. On adjoint enfin à la
matrice d’influence, le problème discret suivant pour le calcul de la solution par sous-domaine :

" (1) 0 0
0 " (2) 0
0 0 " (3)



D1

D2

D3

 =

11

12

13

 (2.59)

C’est la discrétisation sur chaque sous-domaine du problème elliptique (2.55) en considérant les condi-
tions aux limites de type Dirichlet à l’interface. Si les valeurs _8+,− sont nulles ou solutions du système
linéaire (2.58), alors on calcule la solution homogène Dℎ ou la solution finale du problème (2.58). Ces
deux étapes sont parfaitement réalisables en parallèle. L’algorithme qui en découle est ainsi composé
de trois étapes : calcul de la solution homogène Dℎ, calcul des valeurs aux interfaces Λ et calcul de la
solution D.
On notera que le problème global surΩ se réduit à trois sous-problèmes quasiment indépendants. Une
analyse sous l’angle de la localité des données montre que la décomposition de domaine permet d’in-
troduire de la localité par le biais de la matrice diagonale par bloc (2.59). C’est une spécificité qui est
exploitée pour le calcul parallèle ainsi que pour complexifier la géométrie (Oguic et al., 2015 ; Raspo
et al., 1996). Toutefois, la matrice d’influence devient rapidement de dimension importante puisqu’elle
est de dimension égale au nombre de degrés de liberté à l’interface. De plus, cette matrice est dense,
rendant la résolution délicate sur architecture parallèle pour des problèmes de grandes dimensions et
sur des systèmes massivement parallèles. On notera que dans notre approche, un décentrement de la
discrétisation est également introduit aux interfaces. Cependant ce décentrement peut engendrer des
instabilités qu’il convient alors de maîtriser par un raffinement adapté ou un filtrage. Il s’agit là d’un
exemple de difficultés rencontrées en cherchant à retrouver de la localité avec les schémas compacts
lors de la résolution de problèmes elliptiques.
Pour l’étude d’écoulements en transition vers la turbulence ou modérément turbulents cette approche
permet de conserver l’ordre 4 ou 6 en géométrie complexe avec une parallélisation modérée. Un
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exemple d’application est le couplage thermique pariétal qui conserve les précisions d’ordre 4 ou 6
des schémas compacts (Abide et al., 2009). On notera l’activité de S. Viazzo sur les écoulements en
rotation employant cette méthodologie (Oguic et al., 2015 ;Viazzo et al., 2011). Ou encore,Alizard
et al. (2012) qui retiennent cette méthode pour une étude de stabilité d’écoulement d’une cavité carrée
affleurant un canal. Plus récemment, Žnidarčič et al. (2019) ont tenté d’utiliser cette technique pour
traiter des écoulements avec cavitation.
Dans le cadre de mes travaux, je n’ai pas retenu cette approche car la matrice d’influence rend com-
plexe sa mise en oeuvre dans le cadre du calcul massivement parallèle. De plus lors de l’étude des
écoulements turbulents, le décentrement rend la méthode peu compatible pour l’étude des écoulements
pleinement turbulents d’une manière optimale.

2.4.3 Un schéma de type boite pour schémas compacts
Les schémas de type Mehrestellen ou adoptant l’approche de MacKinnon et al. (1991) en di-

mension 2 et 3 présentent l’avantage de préserver un caractère local tout en conservant une précision
élevée (cf. §1.3). Toutefois, ils ne s’appliquent pas à la formulation de problèmes elliptiques résultant
de la combinaison des opérateurs de divergence et de gradient. Or, ces problèmes elliptiques sont
essentiels dans l’algorithme de projection (cf. §1.1). Je propose une alternative dans l’article (Abide
et al., 2012) dont je présente les grandes lignes et principaux résultats ci-après.
Dans l’idée d’exploiter la localité des schémas compacts pour le problème de Poisson, je propose une
généralisation du schéma dit combiné deCarey et al. (1997). L’idée est d’introduire comme inconnues
supplémentaires les dérivées normales f = [fG , fH]C pour un système de coordonnées Cartésiennes
bidimensionnelles. Cette démarche peut être interprétée comme une extension multidimensionnelle
de l’approche de (Collatz, 1960). Elle conduit à considérer le problème mixte suivant :

∇ · f = 5

f = aD + cD (2.60)

où le coefficient de diffusion a et le champ de vitesse de convection c peuvent dépendre des variables
d’espace. Les variables discrètes sont D8 9 = D(G8, H 9 ) et les composantes du flux f8 9 . Dans (Abide
et al., 2012) je propose une famille de schémas compacts incluant le schéma original de Spotz et al.
(1994). La discrétisation de l’équation de conservation est donnée par :

DG* + DH* = I( (2.61)

où DG , DH et I représentent la molécule de calcul :

DG =
1
ℎ


1
4 − 0 0 0 − 1

4
1 − 40 0 40 − 1
1
4 − 0 0 0 − 1

4

 , DH =
1
ℎ


1
4 − 0 40 − 1 0 − 1

4
0 0 0

1
4 − 0 1 − 40 0 − 1

4

 (2.62)

I =


0 1
2 − 40 0

1
2 − 40 1 1

2 − 40
0 1

2 − 40 0

 (2.63)

Ce schéma conduit à une erreur troncature de l’équation de conservation :(
1

60
− 1

15
0

) (
m5
G 5 + m5

H 6

)
ℎ4 +

(
− 1

12
+ 4

3
0

) (
m3
G m

2
H 5 + m2

G m
3
H 6

)
ℎ4 (2.64)

Pour la relation de flux 5 = Dq − ΓmGq, le schéma est alors construit sur les relations classiques des
schémas compacts :

1
4ℎ

(
Pe8−1, 9 + 3

)
q8−1, 9 +

1
ℎ

Pe8, 9q8, 9 +
1

4ℎ
(
Pe8+1, 9 + 3

)
q8+1, 9 =(

1
4Γ8−1, 9

58−1, 9 +
1
Γ8, 9

58, 9 +
1

4Γ8+1, 9
58+1, 9

) (2.65)
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où Pe8, 9 = D8, 9ℎ/Γ8 9 est le nombre de Péclet de cellule. Ce schéma de discrétisation mène à la
construction d’une matrice creuse pour un problème convection/diffusion. Il s’agit d’une matrice bloc
définie par : ©«

FG 0 GG

0 FH GH

DG DH 0

ª®¬ ©«
fG
fH
q

ª®¬ = ©«
0
0
(

ª®¬ (2.66)

On notera que selon cette formulation le caractère local des schémas compacts est conservé. Toutefois,
la conséquence est une augmentation sensible du nombre de degrés de liberté à cause de l’introduction
des flux fG et fH. L’applicabilité de la méthode a été démontrée pour des problèmes de calcul
d’harmoniques sphériques ou du modèle simplifié de Stommel (Abide et al., 2012). L’avantage
de la méthodologie proposée est qu’il devient alors possible de traiter les problèmes à coefficients
variables et d’envisager une extension aux géométries complexes sans avoir recours à la technique
de la matrice d’influence et au décentrement des schémas comme avec la méthode multidomaine
(sec. 2.4.2). L’inconvénient est la complexité technique de la mise en oeuvre sur maillages décalés et
non-uniformes, ainsi que les temps de calcul prohibitifs inhérents au solveur direct dans un contexte
de simulation numérique de la turbulence. La difficulté est accrue lorsqu’il convient de considérer
l’étape de parallélisation.
Néanmoins, la structure creuse du système linéaire conduit naturellement à rechercher un solveur
itératif comme alternative au solveur direct pour résoudre le système linéaire (2.66). Il présente un
mauvais conditionnement à cause de la discrétisation d’ordre élevé et nécessite la mise en oeuvre
de préconditionneur spécifique. Je considère dans (Abide et al., 2013) le problème de Poisson tel
que défini pour de correction de pression. Cela implique, dans le cas d’un maillage décalé, d’inclure
la forme div-grad pour cet opérateur elliptique à coefficient constant. La méthodologie précédente
s’applique à l’identique où les matrices blocs sont définis par : :

�G = "
2 5
G ⊗ �H, �G = X

2 5
G ⊗ �H, �G = X

5 2
G ⊗ " 5 2

H

�H = �G ⊗ "2 5
H , �H = �G ⊗ X2 5H , �H = "

5 2
G ⊗ X 5 2H

(2.67)

Lesmatrices"2 5 ," 5 2, X2 5 et X 5 2 correspondent à la discrétisation des schémas compacts surmaillage
décalé (cf. section 2.3). L’élimination algébrique des variables de type flux fG et fH conduit alors au
système suivant :

−DF−1Gq = (̃ (2.68)

La matrice diagonale par bloc F est une matrice des masses associée à la définition même des schémas
compacts. Une normalisation adéquate de � conduit alors au préconditionnement " = DG : il s’agit
alors de la discrétisation centrée d’ordre 2 si les schémas d’ordre 4 sont considérés.
Cette démarche conduit à la notion de préconditionnement des opérateurs elliptiques telle qu’elle est
introduite dans (Canuto et al., 2012) ou étudiée par Haldenwang et al. (1984) pour les méthodes
spectrales. Pour ces discrétisations une analyse systématique de la convergence a été entreprise pour
la méthode de Richardson. (Canuto et al., 2012 ; Wilson et al., 2001). Or il semble que bien cette
technique ait été utilisée par les auteurs Knikker (2009), Schiestel et al. (1995) pour des raisons
algorithmiques sans entreprendre l’analyse de convergence. Un préconditionnement par discrétisation
d’ordre inférieur est esquissé dans (Abide et al., 2013) et analysé dans les articles (Abide&Zeghmati,
2017 ; Abide, 2020).

2.5 Conclusion et démarche scientifique
Ce chapitre introduit les modèles d’écoulements incompressibles et quasi incompressibles ainsi

que leur traitement numérique. Une discrétisation temporelle associée à un algorithme de projection
permet de transformer le problème initial en une série d’évaluation d’opérateurs discrets et conduisant
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à la résolution de problèmes paraboliques et elliptiques. La problématique du temps de restitution des
simulations numériques dans le cadre des écoulements turbulents ou en transition est alors intimement
liée à la discrétisation spatiale et aux techniques de résolution associées à l’évaluation des termes
explicites et à la résolution des opérateurs elliptiques.
Ainsi, il y est argumenté que les approximations locales sont de bons candidats à la parallélisation en
raison du volume de communication potentiellement minimal, et permettent une plus grande diversité
dans le choix des modèles d’écoulements notamment les problèmes à coefficients variables. L’emploi
des discrétisations d’ordre élevé est l’alternative historique pour minimiser du coût du calcul. Or, la
compatibilité de ces discrétisations avec le calcul massivement parallèle reste un problème ouvert,
par exemple. Sur la base de la revue bibliographique de ce chapitre et de l’analyse critique de mes
travaux préliminaires, j’explique pourquoi le caractère local des schémas compacts me semble en gé-
néral sous-exploité, et plus spécifiquement pour les opérateurs elliptiques. Ce dernier point synthétise
mon axe de recherche principal : comment exploiter le caractère local des schémas compacts pour la
parallélisation et résoudre efficacement des problèmes complexes?

Ma démarche scientifique s’est articulée selon les trois points suivants :
• exploitation de la dominance de la diagonale des schémas compacts,
• parallélisation de l’algorithme de diagonalisation,
• maîtrise de la convergence des solveurs itératifs pour traiter des modèles complexes et accroître
les performances.

En d’autres termes, mes travaux de recherche contribuent à discuter de la capacité des schémas
compacts pour réduire les temps de simulations (HPC et ordre élevé) de modélisations complexes au
sens où elles nécessitent la résolution de problèmes elliptiques non-séparables.
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CHAPITRE 3

MÉTHODES NUMÉRIQUES

Ce chapitre exposemes contributionsméthodologiques sur les schémas compacts. Elles concernent
principalement la simulation des écoulements incompressibles en incluant le calcul haute performance.
Ainsi, je présente une parallélisation du solveur direct diagonalisation successive. Puis, j’illustre com-
ment exploiter la nature quasi-locale des schémas compacts pour évaluer les opérateurs discrets
(interpolations/dérivations) avec un volume de communications minimum : c’est l’approche reduced
Parallel Diagonal Dominant. Le dernier aspect de ce chapitre concerne le préconditionnement des
opérateurs elliptiques par des approximations locales. Cette approche me permet de traiter des pro-
blèmes elliptiques non-séparables afin de simuler des écoulements avec l’approximation dite de bas
nombre de Mach, par exemple.

3.1 Évaluation parallèle des schémas compacts

Les schémas compacts sont des différences finies implicites nécessitant l’inversion de systèmes
linéaires tridiagonaux pour les précisions les plus faibles. Ces systèmes linéaires possèdent la par-
ticularité d’être à diagonale dominante permettant l’émergence d’un parallélisme s’appuyant sur
un schéma de communications locales (Sun, 1995). L’approche rPDD repose sur une résolution
approchée dont l’erreur décroît exponentiellement avec l’amplitude de la diagonale dominante. Il
s’agit donc d’estimer l’influence de cette résolution approchée sur les propriétés de précision et de
conservation des solveurs Navier-Stokes incompressibles. C’est l’objet des paragraphes suivants.

3.1.1 La méthode reduced Parallel Diagonal Dominant
Le calcul d’une dérivée ou interpolation avec des schémas compacts repose principalement sur

l’inversion de multiples systèmes tridiagonaux ou pentadiagonaux dans les trois directions de l’espace.
L’inversion séquentielle ne pose aucune difficulté et possède une complexité algorithmique linéaire. A
l’image du calcul distribué des transformées de Fourier, la parallélisation par décomposition en pin-
ceaux (ou pencil decomposition) est une approche efficace pour l’inversion de systèmes tridiagonaux
(Laizet et al., 2009). Néanmoins, la distribution dynamique des données induit un coût informatique
important en raison du volume conséquent de données échangées. Une alternative consiste à utiliser
un solveur parallèle approché reduced Parallel Diagonal Dominant (rPDD) pour évaluer les schémas
compacts (Sun, 1995). Dans cette approche, les communications sont locales et, par conséquent,
respectent la nature locale des schémas compacts. Toutefois, ce solveur étant approché il est nécessaire
de valider qu’il garantisse les propriétés de conservation usuelles. C’est en partie l’objet des deux
articles (Abide, Binous et al., 2017 ; Abide et al., 2018) pour les écoulements incompressibles en
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coordonnées cartésiennes et cylindriques.
Le principe de la méthode est brièvement décrit ci-après. Les schémas du quatrième ou sixième
ordre (Lele, 1992) nécessitent la résolution d’un système linéaire sous la forme "G = 3 avec
G = (G1, · · · , G=)) , 3 = (31, · · · , 3=)) . La méthode rPDD consiste à distribuer ce système linéaire
sur % processeurs. Il en résulte un partitionnement des vecteurs notés x = (x(1) , · · · , x(?))) avec
x(:) = (G (:)1 , · · · , G (:)< )) et 1 ≤ : ≤ ?. De même, la matrice originale " est partitionnée en
" = "̃ + Δ" où "̃ est une matrice diagonale par bloc dont les blocs sont tridiagonaux. Notons,
" (:) le :-ème bloc tridiagonal et Δ" = " − "̃ les termes résiduels issus de cette décomposition.
La partition de la matrice " et son inverse ""−1 sont présentés figure 3.1. Le produit du système

Figure 3.1 – Partition d’une matrice tridiagonale "G =
(
"̃ + Δ"

)
G = 1 (a), et son inverse (b)

"̃−1"G =
(
I + "̃−1Δ"

)
G = "̃−11 (Abide, Binous et al., 2017).

linéaire tridiagonal original par la matrice inverse par bloc "̃−1 conduit à une matrice identité par
bloc encadrée par deux vecteurs colonnes E (:) et F ( ) , désignés par le terme spike (Sun, 1995). La
figure 3.1bmontre la structure de la matrice "̃−1" . Le premier et le dernier noeud de chaque partition,
G
(:)
1 et G (:)< déterminent un système linéaire pentadiagonal nommé système réduit (Sun, 1995). Indé-
pendamment de l’hypothèse de la diagonale dominante, l’algorithme parallèle pour résoudre "G = 1
comporte les étapes suivantes :

1. calcul de la solution intermédiaire G̃ = "̃−11 : cette étape est réalisée en parallèle sur chaque
processeur,

2. résolution du système réduit : le premier et le dernier nœud de chaque partition, G (:)1 et G (:)<
sont calculés,

3. calcul de la solution : les spike sont exploités G (:) = G̃ (:) − G (:)1 E (:) − G (:)< F (:) .
Une analyse mathématique est proposée par Polizzi et al. (2007). Dans le contexte de la simulation
numérique des écoulements incompressibles, l’évaluation d’un opérateur compact dans une direction
nécessite la résolution d’un système tridiagonal sur chaque processeur, suivie d’une communication
collective des noeuds d’interface dans la direction considérée. Le volume des données échangées est
donc de l’ordre de la surface de la décomposition et non du volume, comme dans l’approche par
décomposition en pinceaux.
L’exploitation de la diagonale dominante permet de réduire notablement ce volume (Sun, 1995) : on
parle alors de reduced Partial Diagonal Dominant. En effet, les éléments des vecteurs E (:) et F (:)
décroissent exponentiellement avec la distance à la diagonale. Par troncature des éléments les plus
éloignés, le système réduit dégénère en systèmes linéaires indépendants de dimension 2 associés aux
noeuds adjacents aux interfaces G (:−1)

"
et G (:)1 . Sun (1995) donne une estimation de l’erreur associée
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à cette troncature. Elle vérifie la relation :G − G★
‖G‖ ≤ 1<

U(U − 1) (0 − 1) (3.1)

où G★ est la solution exacte, et pour laquelle les coefficients 0 et 1 :

0 =
1
2

(
1
U
+

√
1
U2 − 4

)
, 1 =

1
2

(
1
U
−

√
1
U2 − 4

)
(3.2)

L’erreur introduite se comporte donc comme une puissance du nombre de noeuds par sous-domaine
<. Une valeur de < peut être estimée à priori afin d’atteindre une précision définie par l’utilisateur.
Par exemple, la précision

G − G★ /‖G‖ = 10−15 est atteinte pour une valeur de < autour de 15
lorsqu’elle est appliquée à la dérivée décalée (U = 1/22), et autour de 20 pour l’interpolation décalée
(U = 1/6), toutes deux d’ordre 4. La figure 3.2montre l’erreur par rapport à la taille< du sous-domaine
déterminée à partir de l’équation (3.2). Ces premières estimations d’erreur montrent qu’elles sont de

Figure 3.2 – Estimation d’erreur de l’algorithme rPDD, en fonction du nombre de nœuds dans chaque
sous-domaine < = =/? (Abide, Binous et al., 2017).

l’ordre de la précision machine pour des sous-domaines de l’ordre de 16 noeuds. Néanmoins, il a été
nécessaire d’estimer l’impact de cette erreur sur la qualité de l’approximation dans le contexte de la
simulation des écoulements incompressibles. C’est l’objet de la section suivante.

3.1.2 Qualification de la rPDD pour les écoulements incompressibles
La qualification de la méthode rPPD a consisté en une série de comparaisons entre des simulations

utilisant cette approximation avec des simulations ne l’utilisant pas. Les analyses ont été réalisées en
coordonnées cartésiennes et cylindriques et sont reportées dans (Abide, Binous et al., 2017 ; Abide
et al., 2018). J’ai pris le parti de conserver un maillage décalé et une formulation skew-symetric des
termes convectifs pour assurer la conservation de l’énergie cinétique (en l’absence de dissipation
visqueuse). La conservation de la masse, qui revient à satisfaire la divergence à la précision machine
est aussi une contrainte imposée. Or ces deux propriétés de conservation dépendantes de l’évaluation
des dérivées et interpolation décalées conduisent à estimer l’influence de la troncature rPDD sur ces
termes. Un des cas test considéré concerne l’écoulement d’un fluide parfait dans une boîte périodique et
initialisé par un tourbillon de Taylor-Green. Il permet de vérifier la conservation de l’énergie cinétique
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(a) (b) (c)

Figure 3.3 – Erreur introduite lors de la résolution approchée rPDD en fonction du nombre de noeuds
par sous-domaine (a) sur la divergence (b) sur l’énergie cinétique et (c) conservation de l’énergie
cinétique (Abide, Binous et al., 2017).

et de la masse (cf. Fig. 3.3). Les erreurs ont été relevées en fonction de plusieurs indicateurs des
propriétés de conservation pour différents partitionnements =/?. La figure 3.3c démontre la propriété
de conservation de l’énergie cinétique résultant du choix du maillage décalé. L’erreur introduite
par la résolution approchée s’observent sur les figures 3.3a et 3.3b qui concernent la divergence et
l’énergie cinétique. La décroissance exponentielle avec le nombre de points par sous-domaine est
assez remarquable. L’estimation d’erreur (3.1) s’applique aux propriétés de conservation. Il convient
donc de choisir un nombre de point par sous-domaine satisfaisant aux critères souhaités. En pratique,
conserver une valeur de la divergence au delà de 10−9 semble raisonnable. Ceci conduit à retenir
environ 10 à 15 points pour les schémas compacts du quatrième ordre.

L’approche rPDD me semble illustrer parfaitement l’intérêt d’exploiter la localité des schémas
compacts, puisqu’il permet de limiter fortement le volume des communications. Cependant, cette
solution ne permet pas de traiter les opérateurs elliptiques résultant de l’algorithme de projection (cf.
section 1.4). Une première approche proposée dans mon travail repose sur une parallélisation de la
méthode de diagonalisation successive. Elle est détaillée ci-après.

3.2 Algorithme de diagonalisation successive parallèle

La résolution de problèmes elliptiques est un aspect important en terme de ressource informatique.
Il est assez commun que le solveur de Poisson soit l’opération la plus coûteuse lors de la simulation
d’écoulements incompressibles par la méthode de projection. Ceci est amplifié lorsque des discrétisa-
tions d’ordre élevé sont utilisées. Au regard des travaux de (Laizet et al., 2009), il m’est apparu assez
naturel de paralléliser la méthode de diagonalisation successive : j’en présente les éléments essentiels
dans les sections suivantes.

3.2.1 Algorithme de diagonalisation
L’algorithme de diagonalisation successive est une méthode directe de résolution des systèmes

linéaires qui consiste à résoudre ce dernier dans l’espace des vecteurs propres (Lynch et al., 1964).
Il a souvent été utilisé pour l’inversion de problèmes elliptiques résultant de discrétisations spectrales
(Fontaine et al., 2014 ; Martinand et al., 2014 ; Raspo et al., 1996). Certains auteurs retiennent ce
solveur direct lorsqu’une discrétisation compacte est adoptée (Abide et al., 2005 ; Tyliszczak, 2016 ;
Vedy et al., 2003). Sur la base du formalisme tensoriel (Lynch et al., 1964), un problème de Poisson
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tri-dimensionnel s’écrit comme :(
X2
G ⊗ IH ⊗ II + IG ⊗ X2

H ⊗ II + IG ⊗ IH ⊗ X2
I

)
q = � (3.3)

où les opérateurs de dérivation seconde X2 sont associés à une discrétisation spatiale (compacte ou
spectrale). Il est alors classique d’opérer une diagonalisation de ces opérateurs pour chaque direction
d’espace : (

ΛG ⊗ IH ⊗ II + IG ⊗ ΛH ⊗ II + IG ⊗ IH ⊗ ΛI
)
q̃ = �̃ (3.4)

avec q̃ =
(
"−1
G ⊗ "−1

H ⊗ "−1
I

)
q, �̃ =

(
"G ⊗ "H ⊗ "I

)
�. Les matrices de passage et les valeurs

propres résultent de la diagonalisation des opérateurs de dérivation seconde X2 = "Λ"−1. Cette étape
de diagonalisation est très coûteuse, mais elle est réalisée une seule fois en début de simulation. De plus,
les matrices de passage sont en toute généralité des matrices denses. Cette approche est plutôt adaptée
aux approximations globales qu’aux approximations locales puisque la nature locale est détruite par la
diagonalisation. Toutefois, ce formalisme se trouve en pratique avantagé par l’utilisation de librairies
optimisées comme la librairie BLAS (DGEMM/ZGEMM) et particulièrement adapté aux problèmes
de faible à moyenne résolution, typiquement le contexte de la simulation des grandes échelles. Je
propose de paralléliser cette méthode dansAbide, Binous et al. (2017),Abide et al. (2018) à l’aide de
la décomposition en pinceaux. Ce choix est motivé par la tensorialité de la méthode de diagonalisation
qui est le point commun avec le calcul des FFT (N. Li et al., 2010).

3.2.2 Décomposition en pinceaux appliquée pour la diagonalisation successive
Le calcul des transformées de Fourier fait partie des algorithmes les plus utilisés pour lequel

d’importants efforts de développement ont été réalisés (N. Li et al., 2010 ; Pekurovsky, 2012).
Du fait de la nature globale de la décomposition en polynômes trigonométriques intrinsèque aux
transformées de Fourier, la technique de parallélisation repose sur une redistribution dynamique des
données entre les processeurs : on parle de parallélisation par données. Ainsi, il devient possible
d’appliquer un algorithme séquentiellement car l’accès mémoire est alors possible. Cette technique,
présente l’avantage de pouvoir mettre en oeuvre facilement des algorithmes séquentiels. Elle est
appelée décomposition en pinceaux, et est devenue populaire dans la communauté de la simulation
numérique. Selon la dénomination de la librairie 2DECOMP&FFT trois états de données sont alors

Figure 3.4 – Décomposition en pinceau extrait de (N. Li et al., 2010).

possibles G-pencil, H-pencil et I-pencil (cf. fig. 3.4). Compte tenu du caractère tensoriel de la méthode
de diagonalisation, ce parallélisme de données est particulièrement adapté.
Ainsi, la parallélisation de la diagonalisation successive se déduit assez naturellement. Par exemple,
considérons un problème de Poisson 3D et supposons que les données soient initialement distribuées
en I-pencil. L’algorithme de parallélisation de la méthode est alors le suivant :

1. (I =
(
IG ⊗ IH ⊗ "I

)
� et redistribution (I vers H-pencil,
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2. �H =
(
IG ⊗ "H ⊗ II

)
�I et redistribution (H vers --pencil,

3. produit tensoriel �G =
(
"G ⊗ IH ⊗ II

)
4. calcul de la solution dans l’espace des vecteurs propres q̃ =

(
Λ−1
G ⊗ Λ−1

H ⊗ Λ−1
I

)
,

5. produit tensoriel qG =
(
"−1
G ⊗ IH ⊗ II

)
6. redistribution de qG vers . -pencil, qH =

(
IG ⊗ "−1

H ⊗ II
)
qG

7. redistribution de qH vers I-pencil, q =
(
IG ⊗ IH ⊗ "−1

I

)
qI

En plus des 6 produits tensoriels, cette technique de parallélisation introduit 4 redistributions dyna-
miques des données. Bien que pratique à mettre en oeuvre, elle ne contourne pas les limitations de la
diagonalisation qui sont :

— l’hypothèse de séparabilité,
— une restriction aux problèmes à des coefficients constants,
— une complexité algorithmique de l’ordre $

(
(#G#H#I)2

)
,

Malgré ces limitations, cette technique se montre efficace.

3.2.3 Extension aux coordonnées cylindriques
Dans le cadre de la collaboration sur les écoulements stratifiés en rotation avec S. Viazzo (Aix

Marseille Univ./M2P2), nous avons mis en application cette technique pour traiter des écoulements
en géométrie annulaire (Abide et al., 2018). La discrétisation de la direction azimuthale est alors
assurée par une discrétisation pseudo-spectrale. En complément du paragraphe précédent, je présente
brièvement la diagonalisation parallèle pour une équation de Poisson en coordonnées cylindriques.
Considérons, le problème de Poisson en coordonnées cylindrique suivant :

1
A

m

mA
A
m

mA
q + 1

A2
m

m\2 q +
m

mI2 q = B (3.5)

La direction homogène est l’azimut 0 ≤ \ < 2c. La projection sur la fonction exp (:i\) transforme le
problème (3.5) en une série de problèmes bi-dimensionnels et indépendants :

1
A

m

mA
A
m

mA
q̂: +

m

mI2 q̂: −
:2

A2 q̂: = B̂: (3.6)

Il s’agit alors de résoudre une série de problèmes bi-dimensionels dans l’espace spectral. La discréti-
sation des deux directions non-homogènes à l’aide de schémas compacts et formulée dans cet espace
conduit à : ((

1
A
X
5 2
A AX

2 5
A −

:2

A2

)
⊗ II

)
B̂: +

(
IA ⊗ X 5 2I X2 5I

)
B̂: = B̂: 0 ≤ : < #\/2 + 1 (3.7)

A partir de la diagonalisation des opérateurs X2
A,:

= 1/AX 5 2A AX2 5A − :2/A2 et de X2
I , et en utilisant la

décomposition en pinceaux, l’algorithme de résolution se décompose en :
1. passage dans l’espace spectral {(̂\,: , 0 ≤ : < #\/2 + 1} = ��) (()
2. redistribution de (̂\,: sur le H-pencil, (̂I,: = (%I ⊗ IA) (̂\,:
3. redistribution de (̂I,: sur le I-pencil, (̂A,: =

(
II ⊗ PA,:

)
(̂I,:

4. calcul de la solution dans l’espace des vecteurs propres.

5. calcul de q̂A,: =
(
II ⊗ P−1

A,:

)
q̂A,: et redistribution de q̂A,: sur le H-pencil.

6. calcul de q̂\,: =
(
%−1
I ⊗ IA

)
q̂I,: et redistribution de q̂\,: sur le G-pencil
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7. Obtention de la solution dans l’espace physique par fft inverse q = ��)−1 (
q̂\

)
.

L’introduction d’une direction de Fourier permet de substituer un produit tensoriel par une transformée
de Fourier. Quant au nombre de redistributions dynamiques, il reste identique, c’est à dire 4.
Il est important de souligner ici les aspects mémoires liés à cette approche dans le cas cylindrique car
l’opérateur radial est indexé par le nombre d’onde : . Cela implique la diagonalisation de l’opérateur
X2
A,:
= 1/AmAAmA − :2/A2 et dont le stockage informatique peut être rapidement limitant. Cette difficulté

a été rencontrée dans la simulation des écoulements baroclines où des résolutions azimutales de l’ordre
de 2048 ont été testées. Une utilisation judicieuse de la décomposition en pinceaux permet de distribuer
en mémoire ces matrices de passage relaxant ainsi l’utilisation de la mémoire.
En pratique, cette méthode de diagonalisation est relativement simple à mettre en oeuvre et souple.

3.3 Préconditionnement des opérateurs elliptiques

La diagonalisation successive est limitée aux problèmes séparables et possède une complexité
algorithmique incompatible avec une extensivité faible. Les paragraphes suivants montrent comment la
mise en oeuvre d’une technique de préconditionnement spécifique aux schémas compacts permettrait
de s’affranchir de ces difficultés. Ces développements sont détaillés dans les articles dans les articles
(Abide & Zeghmati, 2017 ; Abide, 2020 ; Abide et al., 2013).

3.3.1 Introduction
La diagonalisation successive n’exploite pas le nature quasi-locale des schémas compacts. Cela

justifie d’une stratégie de parallélisation des données telle que décrite au paragraphe 3.2.1. Or la com-
plexité algorithmique de la diagonalisation successive joue en sa défaveur, car elle n’est pas linéaire,
et la rend incompatible avec les nouvelles architectures dites exascales. La méthode rPDD présentée
à la section 3.1 illustre comment exploiter correctement la nature quasi-locale des schémas compacts.
Elle permet la réduction du volume des données communiqué entre les processeurs. La section 1.4.3
introduit pour le problème de Poisson une famille de schémas compacts de type boîte, dont la for-
mulation invite à considérer un préconditionnement basé sur une discrétisation par différences finies
d’ordre 2. Le problème discret, et son préconditionneur, sont alors spectralement équivalents. Dès
lors, la résolution d’un problème elliptique de manière itérative conduit aux évaluations successives
des résidus à l’aide de la méthode rPDD. D’un point de vue performance, le problème se déplace sur
une implémentation efficace du préconditionneur. Dans le cadre d’approximations locales, les mé-
thodes de type multigrille permettent d’obtenir les meilleurs performances du fait de leur complexité
algorithmique et de leur maturité de développement (cf. les bibliothèques HYPRE ou AGMG). Ces
éléments m’ont conduit à considérer la potentialité des méthodes itératives préconditionnée.

Le précondionnement par différences finies est une technique initialement développée pour ré-
soudre des problèmes elliptiques résultants de discrétisation par méthodes spectrales. Ainsi Canuto
et al. (2012) montre que le préconditionnement par différences finies permet de contrôler efficacement
le taux de convergence. Il est à noter que pour ce type de discrétisation le conditionnement se comporte
en #4 (Canuto et al., 2012). Ainsi, les travaux de Haldenwang et al. (1984) pour la méthode de
collocation ou plus récemment de Labrosse et al. (2011) identifient des préconditionnement basées
sur des approximations locales telles que les VF ou EF ou mixte.

Commementionnée dans le chapitre 1, lesméthodes itératives pour les schémas compacts sont prin-
cipalement considérées pour les discrétisationsmulti-dimensionnelles de typeMerschtellen (Collatz,
1960). Dans ce cas, les systèmes linéaires résultants sont creux rendant pertinent l’utilisation de mé-
thodes itératives (Croisille, 2013 ; J. Zhang et al., 2002).
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Dans le contexte spécifique des écoulements incompressibles, ces approches ne sont pas transpo-
sables du fait de la forme conservative de l’équation de correction de pression, entre autres. Toutefois,
la technique de préconditionnement a déjà été utilisée par le passé sans y faire explicitement référence
ou être systématiquement étudiée (Knikker, 2009 ; Schiestel et al., 1995 ; Wilson et al., 2001).
Ainsi le solveur de pression utilisé dans les simulations en canal turbulent par Schiestel et al. (1995)
repose sur cette technique de préconditionnement. Le cadre étudié est celui de l’écoulement en canal
turbulent avec deux directions périodiques discrétisées par des séries de Fourier et la direction normale
aux parois par schémas compacts. Ainsi dans l’espace spectral, le préconditionnement conduit à la
résolution d’un problème de Poisson unidimensionnel dont la solution est obtenue par un solveur tri-
diagonal. Cette approche a été retenue parKnikker (2009) pour la simulation d’écoulements dans des
géométries comportant plusieurs directions non-homogènes. Ainsi, pour les problèmes d’Helmholtz
le préconditionnement par différences finies centrées consiste à appliquer les méthodes des directions
alternées. Pour le problème de Poisson, le préconditionnement consiste en l’application d’itérations
d’un solveur multigrille géométrique. On notera que le préconditionnement par ordre inférieur a
déjà été expérimenté par le passé en omettant toutefois analyse détaillée des taux de convergence.
Wilson et al. (2001) propose une d’analyse sur la méthode Richardson préconditionnée par un sol-
veur multigrille. Toutefois, la difficulté associée à la forme conservative de l’équation Poisson a été
contournée en considérant une disposition collocative des variables. Cela permet de construire un
système linéaire creux dans l’esprit originel de Collatz (1960) ou développé par Carey et al. (1997)

Gardant à l’esprit le calcul massivement parallèle pour les schémas compacts, il me semble que
le préconditionnement par ordre inférieur est une direction à développer. Dans les articles (Abide &
Zeghmati, 2017 ; Abide, 2020 ; Abide et al., 2013) je discute, dans le cadre des schémas compacts
et du problème de Poisson, cette approche par l’analyse de convergence. La ligne directrice est de
combiner les performances du parallélisme de la méthode rPDD et la précision compacte. En pratique
elle permet de relaxer un bon nombre d’hypothèses telles que la séparabilité, coefficients constants ou
conditions aux limites de natures différentes.

3.3.2 Analyse de la convergence
Pour illustrer la technique de préconditionnement pour résoudre des problèmes elliptiques qui

ne se prêtent pas à la diagonalisation successive, j’introduis la méthode itérative de Richardson.
La discrétisation par des schémas compacts d’un problème elliptique conduit à inverser le système
linéaire !q = 5 . On considère la discrétisation de ce même problème elliptique à l’aide des diffé-
rences finies centrées d’ordre 2 ; on note formellement cet opérateur !;>2. La méthode de Richardson
préconditionnée consiste à évaluer la séquence q(:) :

!;>2q
(:+1) = !;>2q

(:) − l
(
!q(:) − 5

)
(3.8)

où l est un coefficient de relaxation. La matrice d’itérations � est alors définie par :

� = I − l!−1
;>2! (3.9)

dont le rayon spectral conditionne la convergence. Le résultat classique concerne la convergence
optimal qui est décrite par :

l>?C =
2

_<0G + _<8=
d>?C =

_<0G − _<8=
_<0G + _<8=

(3.10)

où l>?C et d>?C sont respectivement le facteur de relaxation optimal et le rayon spectral associé.
Ce dernier permet d’évaluer le taux de réduction du résidu. Lorsque l’on considère la discrétisation
du problème de Poisson unidimensionnel sur un domaine périodique, il est possible de calculer les
valeurs propres des opérateurs ! et !;>2. Elles se déduisent de l’analyse en nombre d’onde du schéma
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(a) (b)

Figure 3.5 – Valeurs propres du problème de Poisson discret préconditionné !−1
;>2
! (a) et taux de

convergence (b).

au différences finies. La figure 3.5a présente les valeurs propres discrètes pour quelques schémas
compacts et schémas centrés d’ordre 2. Pour ces mêmes discrétisations, le rayon spectral de la matrice
d’itérations est représenté figure 3.5b en fonction du facteur de relaxation. Ainsi, le facteur de relaxation
et le taux de convergence optimal sont données par :(

l>?C , d>?C
)

4Cℎ = (0.83, 0.183)
(
l>?C , d>?C

)
6Cℎ = (0.74, 0.26)

(
l>?C , d>?C

)
8Cℎ = (0.71, 0.29)

On observe que le taux de convergence est indépendant de la dimension # du maillage. Autrement
dit, une mise en oeuvre performante de !−1

;>2
combinée à une évaluation du résidu efficace, telle que

la rPDD, ouvre des perspectives en accord avec la nature locale des schémas compacts. Il s’agit là
d’un axe de recherche que je mène depuis l’article (Abide et al., 2012). Je présente ci-dessous deux
de mes contributions (Abide& Zeghmati, 2017 ; Abide, 2020) dans lesquelles je développe de telles
analyses.

3.3.3 Problèmes elliptiques à coefficients constants
Dans le même esprit que le précédent paragraphe, je propose dans (Abide& Zeghmati, 2017) une

analyse de convergence d’un processus itératif pour un problème d’Helmholtz/Poisson en dimension
2. Plus particulièrement, je considère le schéma itératif suivant :

q★ = q(:) − )
(
!q(:) − 2

)
(3.11)

q(:+1) = q★ − !−1
;>2

(
!q★ − 2

)
(3.12)

où ! et !;>2 font tous deux références aux problèmes discrets d’ordre élevé (schémas compacts)
et d’ordre inférieur (différences finies d’ordre 2). L’opérateur ) est une étape de relaxation soit de
Jacobi ou de factorisation !* incomplète, basée sur !;>2 la discrétisation d’ordre 2. Le paramètre de
relaxation l est introduit par l’opérateur de relaxation ) . La matrice des itérations de ce processus
itératif est donnée par � = (I − !;>2−1!′)

(
I − )!−1) (Auzinger et al., 1982). L’analyse du rayon

spectral de � renseigne le taux de convergence. Bien qu’étant en dimension 2, pour un domaine de
calcul périodique les opérateurs discrets ! et !;>2 partagent les mêmes vecteurs propres. Cela permet
d’exprimer le rayon spectral � dans le cas où ! résulte de la discrétisation par schémas compacts. Les
expressions analytiques sont présenté dans (Abide & Zeghmati, 2017) pour les schémas compacts
d’ordre 4 sur maillage décalé. Le résultat principal de cette analyse peut se résumer à la figure 3.6
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qui fournit le taux de convergence en fonction du paramètre de relaxation pour les deux méthodes de
relaxation Jacobi et !*. On en déduit alors le paramètre optimal l pour chaque méthode de relaxa-

(a) Résultats analytiques (b) Expérimentations numériques (c) Convergence

Figure 3.6 – Analyse du taux de convergence analyse théorique et validation.

tion : (l>?C , A>?C) = (0.47, 0.16) et (0.67, 0.06). Cette analyse a été validée par des expérimentations
numériques pour un maillage uniforme et un domaine périodique. Pour cela on détermine le taux
de convergence à partir des courbes de résidus figure 3.6c pour les opérateurs de relaxation Jacobi
et �!*. On note que le taux de convergence est indépendant du pas d’espace, qui est une propriété
attendue. Cela permet de comparer les taux de convergence pour plusieurs paramètres de relaxation
(cf. Fig. 3.6c). On observe alors que les taux de convergence sont en parfait accord avec les prédictions
théoriques. On notera aussi que le meilleur taux de convergence est de A>?C = 0.06 avec la relaxation
ILU. C’est à comparer au taux de convergence A>?C = 0.44 pour la méthode de Richardson précondi-
tionnée (l = 0), soit une amélioration d’un facteur 7.

Des expérimentations numériques complémentaires ont été réalisées pour discuter des perfor-
mances du processus itératif lorsque les hypothèses de l’analyse spectrale ne sont plus vérifiées. La
figure 3.7 présente le résultat de l’étude de convergence pour des conditions aux limites de type Neu-
mann et un maillage fortement non-uniforme. On constate que dans ce cas il est nécessaire d’utiliser

Figure 3.7 – Analyse du taux de convergence analyse théorique et validation - maillahe non-uniforme
et conditions aux limites de type Neumann).

une méthode de relaxation �!* avec une largeur de remplissage supérieure pour retrouver le compor-
tement théorique. Cependant les taux de convergence restent proches des ceux attendus.
Pour l’ensemble des résultats présentés, !−1

;>2
représente 1 à 2 itérations du solveur multigrille algé-
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brique AGMG 1. C’est une particularité tout à fait remarquable car elle rend cette technique attractive
en terme de complexité algorithmique. En effet, la complexité algorithmique des solveurs multigrilles
est linéaire ou log-linéaire. Combinée à une évaluation des résidus (schémas compacts) qui est elle
aussi linéaire conduit à une méthode itérative globale qui hérite d’une complexité algorithmique plus
avantageuse que celle de la diagonalisation successive. La figure 3.8 illustre cette propriété en repré-
sentant l’erreur numérique en fonction du temps de cpu nécessaire à la résolution.
Ce prérequis indispensable pour aborder le calcul massivement parallèle, et plus particulièrement la

Figure 3.8 – Erreurs numériques en fonction du temps cpu, pour les relaxation de Jacobi et ILU (a)
et comparaison avec une discrétisation classique à l’ordre 2 (b).

propriété d’extensibilité faible. Cette approche permet à priori de traiter des problèmes elliptiques plus
complexes. En effet, le préconditionnement de bas ordre peut inclure des conditions limites différentes
sur toute la frontière, de traiter des problèmes à coefficients variables soit plus généralement des
problèmes non-séparables.
J’ai pris cette direction de travail pour étendre la méthodologie précédente à la résolution de pro-
blèmes non séparables avec des applications en mécanique des fluides (Abide, 2020) et des problèmes
proches de la mécanique du contact (Abide, Mansouri et al., 2021). La section suivante présente
cette extension.

3.3.4 Problèmes elliptiques à coefficients variables
La technique de préconditionnement présentée au paragraphe précédent s’étend aisément aux

ordres de discrétisation supérieures à 4 et pour des problèmes elliptiques plus généraux. Ainsi il devient
envisageable de résoudre des problèmes elliptiques à coefficients variables dans le même esprit que
Labrosse et al. (2011) pour les discrétisations spectrales en géométries déformées. C’est ce travail
que j’ai développé dans (Abide, 2020) en considérant le problème de Poisson singulier à coefficient
variable. L’objectif est de pouvoir traiter, entre autres, des simulations numériques d’écoulements
quasi-incompressible par le modèle bas nombre de Mach, pour lesquels il est nécessaire de résoudre
des équations de la forme :

−∇ · ^∇q = ∇ · u★ − ( (3.13)

^ est un coefficient variable suffisamment régulier et u★ un champ de vitesse intermédiaire (cf. section
1.1.3). Dans le cadre de la méthode de Richardson (3.8) le préconditionnement DFC d’ordre 2 est
premièrement analysé pour différents schémas compacts de l’ordre 4 à 10 d’une manière analytique.
L’argument du raisonnement est que les opérateurs de Poisson discret résultant de d’ordre 2 ou
des schémas compacts ont des vecteurs propres identiques. Le tableau 3.1 fournit les paramètres

1. notay
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optimaux de convergence. On notera que les taux de convergence décroissent lorsque l’ordre du

scheme H4tri H6tri H6pen H8tri H8pen H10pen
_<8= 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
_<0G 1.44 1.70 1.62 1.83 1.84 1.95
Aopt 0.18 0.26 0.24 0.29 0.30 0.32
lopt 0.82 0.74 0.76 0.71 0.70 0.68

Table 3.1 – Les valeurs propres extrêmes de l’opérateur préconditionné !−1
;>2
! et les paramètres

optimaux du procédé itératif de Richarson.

schéma augmente. Pour le schéma compact d’ordre 4 tridiagonal, la convergence est de 0.18 alors
que pour l’ordre 10 pentadiagonal la convergence optimale est de 0.32. Bien que la convergence soit
dégradée, la précision élevée du schéma d’ordre 10 rend tout de même la discrétisation compétitive.

Les propriétés de convergence dans le cas où un coefficient de diffusion variable est également
analysée. Cependant, l’introduction du coefficient variable ^ ne permet pas de déterminer les valeurs
propres de la matrice d’itérations de façon analytique. On a recours à un calcul brut de force qui
consiste à assembler l’opérateur !−1

;>2
! pour en déterminer le rayon spectral. Dans un premier temps,

l’analyse du préconditionnement est menée pour deux coefficients variables ^ :

^1(G) = 1 + 9
10

sin (4cG) (3.14)

^2(G) =
2

1 + n + (1 − n) sin (4cG) (3.15)

où n est un paramètre caractéristique de la raideur du problème (n = 10−3). Le coefficient ^2 présente
une variation de l’ordre de 3 ordres de grandeur tout en étant continue. Pour un domaine périodique,
le résultat du calcul des valeurs propres est reporté dans le tableau 3.2. Ce tableau indique qu’un coef-

case scheme H4tri H6tri H6pen H8tri H8pen H10pen
^1 _<8= 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
^1 _<0G 1.44 1.70 1.62 1.83 1.85 1.95
^2 _<8= 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99
^2 _<0G 1.45 1.70 1.62 1.83 1.85 1.95

Table 3.2 – Les valeurs propres extrêmes de l’opérateur préconditionné !−1
;>2
! et les paramètres

optimaux du procédé itératif de Richarson : conditions aux limites périodiques et coefficient variable.

ficient variable et continu ne modifie pas les valeurs propres extrêmes et par conséquent les propriétés
de convergence du processus itératif.
Ces prévisions quasi-analytiques ont été confirmées par des expérimentations numériques basées sur
la résolution de problèmes de Poisson en dimension 3. J’invite le lecteur à consulter l’article (Abide,
2020) pour une analyse détaillée des résultats.

Pour conférer une plus grande généralité à cette analyse de convergence, j’ai proposé une étude
de l’efficacité du préconditionnement dans un contexte de simulation d’écoulements à bas nombre de
Mach. La discrétisation des équations de Navier-Stokes est assurée par un algorithme de projection
(Knikker, 2011 ; Nicoud, 2000) dont la description est donnée à la section 1.1. Cette approche intro-
duit naturellement un problème de Poisson de la forme (3.13), à coefficient variable, pour satisfaire la
contrainte sur la divergence. Après validation du solveur bas nombre de Mach sur une cavité différen-
tiellement chauffée stationnaire (Abide, 2020), l’écoulement instationnaire dans une cavité à grand
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rapport de forme (1 :8) a été simulé. La figure 3.9 présente des champs instantanées de la température à
différents instants pour les paramètres de contrôle suivant ('0, n, %A) = (106, 0.8, 0.71). Les champs

Figure 3.9 – Série temporelle d’instantanées du champ de température (Abide, 2020).

de température illustrent le développement des structures le long des parois de la cavité. Il indique
aussi le degré de régularité de la densité de qui intervient dans l’équation (3.13). Pour ce problème,
la convergence de la méthode de Richardson et les taux de convergence sont déterminés à partir des

Figure 3.10 – Historique du résidu pour l’écoulement en cavité différentiellement chauffée (Abide,
2020).

courbes de résidu pour les schémas compacts d’ordre 4 et 6 (cf. Fig. 3.10). Le taux de convergence
effectif évalué à partir de l’historique des résidus est proche des prédictions semi-analytiques présen-
tées dans le tableau 3.2.

Ce travail autour du préconditionnement de bas ordre démontre que cette technique peut être
envisagée pour le calcul massivement parallèle. Cela résulte du caractère quasi-local des schémas
compacts qui peut être exploitée par préconditionnement de bas ordre. La partie implicite du calcul
est portée par le solveur de Poisson discrétisé à l’ordre 2, et donc sur une approximation locale. De
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plus, les différentes expérimentations menées montrent que l’approche s’avère robuste : il est possible
de traiter des maillages avec un fort taux de compression par exemple.

3.4 Vers un code recherche orienté Calcul Haute Performance
Les infrastructures de calcul haute performance sont incontournables pour notre communauté de la

mécanique numérique. A l’instar de nombreuses disciplines scientifiques, le développement/maintien
d’un code de recherche peut être considéré comme le produit d’une activité de recherche. La difficulté
principale, me semble-t-il, est la recherche d’un équilibre entre les performances, une simplicité
d’utilisation/modification et un spectre d’applications large. En tenant compte de ces contraintes,
j’ai développé le code calcul �$�(3 dédié à la simulation numérique d’écoulements et regroupant
la plupart des contributions méthodologiques de ce chapitre. Dans ce paragraphe j’en présente les
principales caractéristiques.

3.4.1 �$�(3 un code de recherche
Le recourt au calcul haute performance (HPC) pour les discrétisations d’ordre élevé est légitimé

par les défis soulevés en par les problématiques en mécanique des fluides (instabilités, turbulence).
L’implémentation de nouvelles méthodes numériques sur des environnements HPC est exigeante.
Dans le contexte des solveurs incompressibles pour les approximations globales (spectrales) et quasi-
locales (schémas compacts), ces contraintes conduisent au développement de codes recherche pour
des domaines de calcul cubiques. C’est une conséquence des performances et simplicité d’utilisation
de la décomposition en pinceaux proposée par les librairies DECOMP&FFT (N. Li et al., 2010)
ouP3DFFT (Pekurovsky, 2012). En effet la recherche de performance est conditionnée par le choix
des méthodes numériques (diagonalisation, FFT) qui restreignent les domaines géométriques à une
"boîte à chaussures". Ci-après, je présente deux codes open-source pour la simulation des écoulements
turbulents qui ont guidé le développement de mon code recherche.

NSCouette : Il s’agit d’un code de calcul pour la simulation des écoulements turbulents de Taylor-
Couette (Lopez et al., 2020). Les équations de Navier-Stokes sont discrétisées en coordonnées cy-
lindriques par la méthode spectrale de Fourier-Galerkin dans les directions axiales et azimutales, et
par des différences finies centrées d’ordre 4 dans la direction radiale. Ce choix permet de réduire les
problèmes d’Helmholtz et de Poisson résultant de la méthode de projection en problèmes 1d dans
l’espace spectral. Le code est parallélisé à l’aide d’une stratégie hybride MPI-OpenMP reposant sur
une décomposition 1d (slab) pour laquelle des tests de scaling ont été menés jusqu’à 20k processeurs.

Incompact 3D/ Xcompact : Ce code reste une référence en matière d’ordre élevé et de calcul haute
performance (Laizet et al., 2011). La discrétisation peut être tridimensionnelle sans aucune hypothèse
de périodicité, et les termes diffusifs sont explicites. Le solveur de Poisson d’ordre élevé est basé sur un
solveur rapide FFT d’une très grande efficacité. Il s’ensuit que le paradigme de parallélisation associé
à ces développements est la décomposition en pinceaux (pencil). La contrepartie de cette efficacité
est une certaine limitation associée au raffinement du maillage (1 seule direction possible), ou au
choix d’une disposition des variables semi-décalée. Les récents développements permettent d’offrir
à la communauté une version pour les écoulements faibles compressibles (Bartholomew et al., 2020).

Cette sélection me semble illustrer les difficultés rencontrées lorsque l’on considère des méthodes
d’ordre élevé qui contraignent le domaine d’applicabilité. Comme point de comparaison, la maturité du
projet NOTUS-CFD 2 ou encore openLBM (M. J. Krause et al., 2021) illustre cette grande flexibilité

2. https ://notus-cfd.org
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lorsque que l’on considére des approximations locales. Dans le cadre de mon activité de recherche je
développe et maintiens un code, HOCS3, avec les contraintes suivantes :

— discrétisation d’ordre élevé,
— calcul haute performance,
— discrétisation semi-implicite et disposition entrelacée.

De plus, ce code doit permettre de tester de nouvelles approches méthodologiques et de produire
des simulations selon des configurations variées. Le compromis que je tente de maintenir résulte de
plusieurs évolutions issues des encadrements de thèses et de stages de Master. Les grandes lignes du
développement du code HOCS3 ont été :

1. différences finies centrées / volumes finies d’ordre 2 2D/3D (M. S. Binous, 2017 ; Chabani
et al., 2017 ; Chabani et al., 2015),

2. schémas compacts 3D cartésien, (M. S. Binous, 2017),
3. schémas compacts 2.5D cartésien, (Doukkali, 2021),
4. schémas compacts 2.5D cylindrique. (Abide et al., 2018).

Le code �$�(3 repose sur la programmation objet du Fortran 90 permettant un certain niveau d’abs-
traction. Le parallélisme de données de la décomposition en pinceaux est utilisé par la diagonalisation
successive, ou le calcul des contributions explicites (dérivations et interpolations) à l’aide des schémas
compacts en approximation globale. L’approche rPPD repose, quant à elle, sur une parallélisation de
type algorithmique avec une zone d’échange des données locale de type fantôme. Sur la base de
ces deux schémas de communication, on implémente les solveurs Navier-Stokes souhaités avec une
relative simplicité. A titre illustratif, la figure 3.11 présente des résultats du stage de H. Sadmi qui
concernait l’approximation faible nombre de Mach pour les récepteurs solaires à concentration (projet
avec A. Toutant UPVD/PROMES).

(a) (b)

Figure 3.11 – Sélection de statistiques d’un écoulement turbulent en présence d’un fort gradient de
température ('4g = 180 (Nicoud, 2000)).

3.4.2 Éléments sur les performances
La qualification des performances est un point important pour les méthodologies présentées. Elle

résulte de la bonne mise en oeuvre informatique des concepts développés dans ce chapitre. Ainsi,
la figure 3.12 présente un test de scalabilité forte pour la méthode de diagonalisation successive et
la méthode rPDD. Ces tests de performance ont été réalisés sur la machine OCCIGEN du CINES.
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(a) (b)

Figure 3.12 – Courbes de scalabilité forte (a) diagonalisation succesive (b) évaluation rPDD (Abide,
Binous et al., 2017).

La figure 3.12a présente le test scalabilité de la diagonalisation successive qui a été réalisé avec un
maillage de 5123. On constate une perte d’efficacité du parallélisme pour les nombres de processeurs
les plus élevés. Elle est associée au volume de communication des redistributions dynamiques des
données de la décomposition en pinceaux. La figure 3.12b présente le résultat des tests de scalabilité
pour la méthode rp DD pour l’évaluation des termes convectifs. De fait, elle exploite ce caractère
local des schémas compacts. Cela se traduit par une meilleure scalabilité observable jusqu’à 16000
processeurs car le schéma de communication repose exclusivement sur des communications locales.
La figure 3.13 présente les courbes de scalabilité pour le solveur en coordonnées cylindriques et
présenté dans l’article (Abide et al., 2018). On notera que l’on observe comportement similaire pour

Figure 3.13 – Courbes de scalabilité forte pour le solveur cylindrique (a) 10 itérations temporelles
(b) évaluation rPDD (c) diagonalisations successives(Abide et al., 2018).

les courbes de scaling. Ces deux résultats de scaling illustrent l’importance de traiter les discrétisations
en tant qu’approximation quasi-locale. Ces observations confortent la stratégie du préconditionnement
de bas ordre puisque son taux de convergence est indépendant de la taille du maillage. Il reste alors à
identifier le point d’inversion entre ces deux méthodes, i.e la taille de maillage pour laquelle les temps
cpu entre diagonalisation successive et préconditionnement de bas ordre sont identiques.
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3.5 Conclusions et perspectives
Ce chapitre décrit les principaux résultats issus de la stratégie développée pour concilier les

schémas d’ordre élevé, le calcul haute performance et une relative flexibilité. La nature locale des
schémas compacts est ainsi exploitée par la technique d’évaluation des opérateurs rPDD et par le
préconditionnement de bas ordre pour les problèmes elliptiques. L’idée de l’approche rPDD est de
réduire les volumes de communications en évitant le parallélisme par données (décomposition en
pinceaux) pour favoriser un parallélisme algorithmique (décomposition halo). Bien qu’introduisant
une approximation, il est possible de contrôler l’erreur induite pour ne pas dégrader les propriétés
de conservation pour les solveurs de navier-Stokes incompressible. Pour les problèmes elliptiques, je
propose une méthode de diagonalisation parallèle. Bien que basée sur un parallélisme par données,
sa simplicité de mise en oeuvre et son efficacité pour des problèmes de dimensions modérées en font
une technique centrale de ma stratégie de recherche. C’est grâce à ces deux techniques que j’ai pu
produire des simulations pour différentes configurations : du problème cartésien en 3D, au problème
en coordonnées cylindriques en 2.5D. L’ensemble de ces techniques se matérialise en un code de
recherche HOCS3.
Par ailleurs, j’analyse les performances du préconditionnement de bas ordre pour les problèmes el-
liptiques. L’objectif final serait de traiter efficacement des problèmes plus généraux impliquant des
problèmes non-séparables. Les premiers résultats obtenus me semblent assez convaincants : on peut
allier complexification de modèle et complexité algorithmique linéaire. Cette dernière propriété est le
prérequis essentiel pour envisager des maillages de dimension supérieure.

Les perspectives de ce travail s’articulent en deux volets. Le premier volet consiste en une rétrocon-
ception du code actuel pour atteindre le maximum de performances de la diagonalisation successive
en s’appuyant notamment sur l’hybridation MPI/OpenMP. Un tel travail serait à réaliser avec l’appui
de spécialistes en optimisation et devrait conduire à une diffusion de type open source.
Le deuxième volet concerne la mise en oeuvre de préconditionneurs de bas ordre pour des écoulements
d’intérêt. Ceci permettra une comparaison pertinente avec la diagonalisation successive. La question
de l’existence d’un préconditionneur optimal se pose alors naturellement. Cette technique semble
intérressante pour traiter des modélisations complexes et sortant du cadre de la mécanique des fluides
(cf. chap. 5).
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CHAPITRE 4

QUELQUES SIMULATIONS D’ÉCOULEMENTS

L’objet de ce chapitre est d’illustrer la technique de diagonalisation successive parallèle et la mé-
thode d’évaluation des schémas compacts rPDD en présentant une sélection de résultats de quelques
simulations numériques. Les simulations présentées me semblent souligner la diversité des confi-
gurations étudiées qui couvrent les systèmes de coordonnées cartésiennes et cylindriques avec une
dimensionnalité 3D et 2,5D. Ce travail de production a été principalement réalisé durant la formation
doctorale des étudiantsM.S. Binous, H. Doukkali et G.Melleti. Par ailleurs, il inclut un aspect collabo-
ratif sur la thématique des écoulements stratifiés en rotation avec les université d’Aix-Marseille/M2P2
et BTU-Cottbus/LAS. Ce chapitre s’articule autour de trois sections. La première est dédiée aux écou-
lements en milieux confinés tandis que les deux dernières sont consacrées aux écoulements stratifiés
soumis à la rotation.

4.1 Écoulements en milieux confinés

Les travaux rapportés ci-après correspondent aux premières simulations utilisant les méthodolo-
gies présentées au chapitre 2 : diagonalisation successive parallèle et évaluation rPPD des schémas
compacts. Elles ont été menées sous ma responsabilité par M. Binous et H. Doukkali durant leur
thèse portant sur une thématique du laboratoire, à savoir l’énergétique de l’habitat. Compte tenu des
ressources informatiques limitées dont nous disposions alors, l’approche par Simulation des Grandes
Échelles a été retenue.

4.1.1 Cavité ventilée de Nielsen
Contexte et motivations. D’un point de vue historique, les années 70 marquent le début de travaux
de recherche en modélisation numérique en aéraulique des bâtiments. Un des modèles simplifiés
pour l’étude de ces écoulements est celui d’un domaine cubique avec une buse d’injection et une
évacuation d’air. Il permet de reproduire quelques spécificités de l’aéraulique associée telles qu’une
forte anisotropie de l’écoulement moyen ainsi que des zones de transition à la turbulence. Lorsque les
effets de flottabilité sont inclus dans la modélisation, cet écoulement est caractérisé par un véritable
régime mixte de convection mettant en défaut les modélisations statistiques classiques comme le
souligne la littérature récente (Blocken, 2018).

Le recours à la simulation et l’expérimentation a donc été nécessaire afin d’appréhender et d’amé-
liorer les capacités de prévision des modèles RANS. Parmi les pionniers, Sakamoto et al. (1980)
présentent les premières simulations des grandes échelles (LES) de ce type d’écoulement. D’autres
simulations ont été réalisées dans les décennies suivantes avec comme objectif principal une carac-

47



CHAPITRE 4. QUELQUES SIMULATIONS D’ÉCOULEMENTS

térisation de la cinématique de l’écoulement (Chen et al., 1990 ; Emmerich et al., 1998 ; Ezzouhri
et al., 2009 ; W. Zhang et al., 2000) . Ces simulations reposent principalement sur les approches
aux volumes finis ou différences finies, avec parfois un recours aux logiciels commerciaux (Limane
et al., 2015). A notre connaissance, il n’existe pas de simulations réalisées avec des schémas d’ordre
élevé incluant trois directions d’espace non-homogènes. La simulation de ces écoulements confinés
se révèle être particulièrement exigeante pour les schémas d’ordre élevé en dépit de son apparente
simplicité. Ainsi, dans le cadre de la thèse de M.S. Binous nous avons retenu la cavité de Nielsen
et al. (1979) afin d’illustrer les possibilités du solveur que nous avons alors développé.

Configuration géométrique et hypothèse. La cavité rectangulaire tridimensionnelle qui fait l’objet
de notre étude est similaire à celle considérée par (Nielsen et al., 1979). Le modèle physique est
présenté sur la figure 4.1. La hauteur de la cavité est notée �, la largeur, = � et la longueur ! = 3�.

Figure 4.1 – Géométrie de la cavité ventilée ou cavité de Nielsen.

L’orifice d’entrée, d’une largeur ℎ = 0, 056�, est situé en haut de la paroi gauche. L’orifice de sortie
de largeur 5 = 0.16� est quant à lui localisé dans la partie inférieure de la paroi droite. Les largeurs
des ouvertures d’entrée et de sortie sont égales à la largeur de la cavité, .
Le fluide considéré est de l’air et les vitesses caractéristiques sont suffisamment faibles pour pouvoir
considérer l’écoulement comme incompressible. Les conditions aux limites sur les parois traduisent
l’adhérence du fluide. Pour les conditions aux limites d’entrée, nous avons considéré deux modèles
d’écoulement de sortie de buse : laminaire et turbulent. Les conditions instantanées de vitesse à l’en-
trée de la cavité ont été prescrites en générant une turbulence artificielle à l’aide de la Synthetic Eddy
Method de Klein et al. (2003). Pour la condition aux limites de sortie au niveau de la paroi droite de
la cavité, des conditions de type convectif ont été implémentées.
L’adimensionnalisation des équations est basée sur les grandeurs de références suivantes : largeur de
l’ouverture de l’entrée ℎ, vitesse de référence à l’entrée DA4 5 , viscosité cinématique a de l’air. Ces
choix conduisent à la définition du nombre de Reynolds par '4 = ℎDA4 5 /a

Afin de s’affranchir des résolutions importantes nécessaires pour atteindre une simulation pleine-
ment résolue, l’approche par simulation des grandes échelles (LES) a été privilégiée. Pour cela, le
modèle classique WALE a ainsi été retenu et implémenté (Ducros et al., 1998).

Dans le cadre de la thèse de M.S. Binous, deux configurations de cavité ont été étudiées. Je
présente ici les principaux résultats obtenus dans le cas d’une cavité isotherme correspondant aux
travaux expérimentaux de Nielsen et al. (1978).

Sélection de résultats. L’écoulement en cavité isotherme a été simulé pour le nombre de Reynolds
Re = 4800 comme dans l’expérience deNielsen et al., 1978. Les auteurs indiquent que les expériences
montrent que l’écoulement n’est pas laminaire en sortie de buse. Nous avons donc implémenté la
méthode Synthetic Eddy Method (Klein et al., 2003) permettant de générer des champs de vitesses
instantanées tout en satisfaisant desmoments statistiques d’ordre 1 et 2 caractéristiques de l’écoulement
en sortie de buse. La taille du maillage est de 192 × 64 × 64 avec un raffinement près de parois. Les
temps d’intégration sont de l’ordre de 60 B pour réaliser les statistiques. L’isosurface du critère &
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d’un champ instantané représenté sur la figure 4.2 illustre la structure de l’écoulement. On observe le

Figure 4.2 – Isosurface du critère & (M. S. Binous et al., 2016).

développement de structures transversales inhérentes au jet de paroi engendré par la buse. De même,
on observe l’effet du changement direction imposé par la paroi droite de la cavité sur ces structures
transversales. Les lignes de courant moyennes et la composante de vitesse longitudinale moyenne sont
présentées sur la figure 4.3. Le champ de vitesse moyen et les lignes de courant associées montrent la

(a) (b)

Figure 4.3 – Moments statistiques d’ordre 1 : (a) lignes de courant (b) composante de vitesse
horizontale (M. S. Binous et al., 2016).

recirculation principale induite par le développement du jet de paroi (cf. Fig. 4.3). Les comparaisons
avec les résultats expérimentaux deNielsen et al. (1978) sont présentées sur les figures 4.4 et 4.5. Plus
précisément, les profils de la vitesse longitudinale moyenne et son moment d’ordre 2 sont représentés
à plusieurs positions en G/� = 1 et 2, sur le plan de symétrie / = 0 et en //, = 0.4. Ces profils
indiquent un accord satisfaisant entre les simulations numériques et les données expérimentales. On
observe le développement du jet de paroi sur la partie supérieure de la cavité, avec toutefois un écart
significatif pour la figure 4.5b. Cet écart est probablement associé à la présence de la paroi latérale. Des
écarts sont également à noter pour les grandeurs rms, notamment en G/� = 1, résultant probablement
du profil de vitesse en sortie de buse. Ces observations recoupent celles de Nielsen et al. (1978) qui
rendent compte d’un profil en sortie de buse instationnaire, mais sans être pleinement turbulent.
Les résultats présentés figures 4.4 et 4.5 ne permettent pas de discriminer la simulation LES de celles
sans modèle (DNS). Cette remarque traduit le fait qu’une simulation sous-résolue sans modèle tendrait
à se comporter comme une LES (modélisation LES implicite). Ce point nécessiterait cependant des
investigations supplémentaires en réalisant des simulations avec des résolutions plus fines.

Conclusions. Cette première série de simulations a permis de montrer le potentiel de l’algorithme
de diagonalisation parallèle et du solveur tridiagonal approché rPDD pour l’évaluation des schémas
compacts. Des simulations numériques ont pu être conduites sur une configuration complexe malgré la
simplicité de la géométrie. Ces premiers résultats nécessiteraient d’être confortés par des simulations
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(a) G/� = 1 (b) G/� = 2

Figure 4.4 – Profils de vitesse extraits du plan de symétrie I/, = 0.

(a) G/� = 1 (b) G/� = 2

Figure 4.5 – Profils de vitesse extraits du plan I/, = 0.4 proche paroi latérale.
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avec des résolutions accrues. Toutefois, le peu de résultats expérimentaux ainsi que le manque de
références disponibles, soulèvent la pertinence de procéder à de telles simulations.

4.1.2 Cavité à grand rapport de forme vertical
Contexte et motivations. De nombreuses études portent sur l’évaporation d’eau dans des canaux à
des fins de désalinisation (Hammou et al., 2004 ; Jang et al., 2005 ; Terzi et al., 2016). Le principe
consiste à maintenir le ruissellement d’un film liquide sur les parois d’un canal avec des conditions
anisothermes. Il émerge de la littérature une modélisation récurrente basée sur un écoulement binaire
air/vapeur d’eau dans un canal en régime laminaire. L’objectif de ces travaux concerne la prévision
de la concentration en vapeur d’eau avec un modèle d’évaporation pariétale. Dans le cadre de la thèse
de H. Doukkali, nous avons constaté que peu d’études abordent cette problématique en écoulement
turbulent. Or, dans le cas des récepteurs solaires plans et fermés, les conditions de fonctionnement sou-
lèvent l’existence d’un régime de transition vers la turbulence. Ainsi, pour accompagner H. Doukkali
dans cette problématique de désalinisation, nous avons réalisé des simulations de convection naturelle
dans une cavité allongée avec un long rapport de forme et inclinée. D’un point de vue méthodologique
l’apport a consisté à l’implémentation de la discrétisation pseudo-spectrale dans la direction pério-
dique. Ce travail peut être interprété comme une extension de celui de M. Binous. Les principaux
éléments de ce travail sont récapitulés ci-après pour illustration.

Configuration géométrique et hypothèses. Le modèle considéré dans cette étude repose sur une
représentation simplifiée d’un distillateur solaire. Il s’inspire de travaux expérimentaux disponibles
(Betts et al., 2000 ; Cooper et al., 2012 ; Versteegh et al., 1998). La géométrie est présentée sur

(a) cavité verticale (b) cavité inclinée

Figure 4.6 – Configuration géométrique de la cavité différentiellement chauffée et inclinée.

la figure 4.6. Il s’agit d’une cavité de rapport de forme 1 : 8 avec une distance entre les parois
de , = 0.0762 < et pour la direction homogène de longueur ! = 0.52 <. Les parois latérales
sont différentiellement chauffées avec une différence de température Δ) = )2 − ) 5 , qui génère un
mouvement de l’air dans la cavité. Les différences de température étant relativement faibles, les
variations de la masse volumique sont considérées seulement lors de l’évaluation des forces de
flottabilité. Dans ces conditions, l’adimensionnalisation des équations introduit le nombre de Rayleigh
défini par '0 = 6VΔ),3/a2. Celui-ci est fixé à 8.6 × 105 pour l’étude de l’influence de l’angle
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d’inclinaison \ qui est compris entre 15◦ et 90◦. Pratiquement, ce choix correspond à une différence
de l’ordre de 20◦ observable avec les capteurs plans et permet aussi des comparaisons avec des
expérimentations ou simulations existantes.

Eléments de validation. Dans un premier temps, la bonne implémentation de la discrétisation
pseudo-spectrale pour la direction transversale et du modèle LES WALE a été vérifiée en simulant
l’écoulement de convection naturelle en canal bi-périodique. Le nombre deRayleigh prescrit à 5.4×105

a été retenu afin de permettre des comparaisons avec les résultats numériques de (Pallares et al.,
2010 ; Versteegh et al., 1998). Les comparaisons des moments statistiques illustrées sur la figure
4.7 montrent un bon accord avec les résultats de référence. Un léger écart est observé sur la grandeur

Figure 4.7 – Grandeurs statistiques dans un canal bi-périodique différentiellement chauffé.

fluctuante de la composante verticale de vitesse. L’amplitude de l’écart est du même ordre de grandeur
que celle reportée dans les résultats de la littérature (Pallares et al., 2010 ; Versteegh et al., 1998).

Sélection de résultats. Un premier travail (Doukkali et al., 2018) d’estimation de la résolution de
maillage basé sur les travaux de Doukkali et al. (2018), Ng et al. (2013) et permettant une correcte
résolution de la sous-couche visqueuse nous a conduit à considérer une résolution de 64×150×64 points
de discrétisation avec un modèle LES. Nous nous sommes également appuyés sur des comparaisons
dans le cas d’une cavité allongée verticale afin de "situer" nos résultats par rapport à la littérature
(Betts et al., 2000 ; Z. Zhang et al., 2007). La figure (4.8) présente les profils de la composante de
vitesse moyenne verticale et sa valeur rms, ainsi que le profil de température moyen. Les résultats de
la littérature (Betts et al., 2000 ; Z. Zhang et al., 2007) sont aussi reportés sur la figure (4.8). On
notera le bon accord général entre l’expérimentation et la présente simulation. Le développement des
couches limites ascendante et descendante est correctement décrit, ainsi que la stratification.
La figure (4.9) présente les iso-contours de la température et les lignes de courant pour différents
angles d’inclinaison. Ces champs moyens montrent la modification de la topologie de l’écoulement
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(a) (b)

(c)

Figure 4.8 – Moments statistiques d’ordre 1 et 2 : (a) et (c) composante verticale de vitesse (b)
température (Doukkali et al., 2018).
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(a) 90◦ (b) 60◦ (c) 30◦ (d) 15◦

Figure 4.9 – Champs moyens des lignes de courant et de la température en fonction de l’inclinaison
(Doukkali et al., 2018).

avec l’inclinaison. Aux faibles inclinaisons, les isovaleurs de la température dans le coeur de la cavité
indiquent l’apparition de cellules rotatives. Aussi pour un angle de 15 degrés, la configuration se
rapproche de celle d’un écoulement de type Rayleigh Bénard. Ces quelques éléments d’analyse de
l’écoulement tendent àmontrer que l’hypothèse consistant à considérer l’écoulement comme laminaire
dans un dispositif de désalinisation peut être sujet à discussion.

Perspectives. L’évolution naturelle de ce travail est la prise en compte de l’évaporation ou de
la condensation sur les parois. La conservation de la masse nous conduit à considérer un modèle
alternatif comme celui à faible nombre de Mach pour modéliser les effets de compressibilité. A ma
connaissance, il n’existe pas de travaux en enceinte fermée 3D double diffusif avec évaporation. En
dimension 2, Guy Lauriat a développé des études complètes incluant la modélisation mathématique,
schémas numériques et applications à la condensation/évaporation en cavité carrée. Dans le cadre du
co-encadrement de la thèse O. Chabani, nous avons obtenu quelques résultats de validation pour une
cavité différentiellement chauffée (Chabani et al., 2015). La méthodologie que je propose (Chap. 2)
me permettrait d’étendre la présente étude des écoulements turbulents confinée avec évaporation.

4.2 Instabilités strato-rotationelles

Les résultats présentés dans cette section sont le fruit d’un travail de collaboration réalisé par
G. Meletti dans le cadre d’une thèse en co-tutelle BTU/Aix-Marseille Université. Je reporte ci-après
le contexte ainsi qu’une sélection de résultats significatifs permettant d’illustrer la capacité de la
méthodologie développée dans un cadre dit de production. En l’occurrence, en s’appuyant sur un
dispositif expérimental développé par U. Harlander à Cottbus (BTU, Allemagne), il s’agit ici de
reproduire des phénomènes liés aux instabilités observées dans ce type d’écoulements de Taylor-
Couette stratifiés.
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4.2.1 Contexte et motivations
L’instabilité strato-rotationnelle (notée SRI par la suite) est associée aux milieux stratifiés. Elle

peut apparaître dans les écoulements de Couette plans en rotation et stratifiés verticalement et stables
vis-à-vis de la rotation (cf. fig. 4.10). Elle est aussi associée aux mécanismes participant à la formation
des disques d’accrétion en agissant sur le moment angulaire de la matière en rotation (Dubrulle et al.,
2005). Cette instabilité hydrodynamique a été observée à l’aide de la simulation numérique dans une
configuration de type Couette-Taylor par Shalybkov et al. (2005). Par ailleurs, Le Bars et al. (2007)
ont étudié expérimentalement sur une configuration de type Taylor-Couette le développement de la
SRI. L’étude de cette instabilité reste un sujet d’actualité car les mécanismes relevant de sa génération
ainsi que des instabilités secondaires restent mal comprises. Il s’agissait de l’objectif principal du
travail de thèse de G. Meletti : contribuer à l’analyse de stabilité en combinant expérimentation et
simulation numérique. La complémentarité des approches expérimentale et numérique de ce travail
est un point fort, car il a permis de conforter les capacités prédictives pour de tels phénomènes
instationnaires mettant en jeu des échelles temporelles très différentes (modulation).

4.2.2 Modèle physique et configuration
La présente étude de la SRI est basée sur un écoulement de Couette-Taylor soumis un gradient

de température vertical positif. La figure 4.10 présente la configuration expérimentale utilisée par
G. Meletti ainsi qu’un schéma descriptif avec les notations utilisées. Le fluide retenu est une huile

Figure 4.10 – Configuration géométrique et banc expérimental (BTU).

synthétique dont les propriétés sont détaillées dans le tableau 4.1. L’écoulement est considéré comme

rayon intérieur A8= 75 mm
rayon extérieur A>DC 145 mm
entrefer 3 70 mm
hauteur � 700 mm
rapport de forme Γ 10
ratio des rayons [ ≈ 0.52

viscosité cinématique a 5 × 10−6 m2 s−1

densité d 923 kg m−3

U 1.04 × 10−3 K−1

conductivité thermique : 0.133 W K−1 m−1

chaleur spécifique 2? 1630 J kg−1 K−1

nombre de Prandlt %A ≈ 57

Table 4.1 – Paramètres géométriques de la cavité et propriétés thermophysiques.

étant incompressible et les forces de flottabilité sont modélisées à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq.
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Les parois verticales sont en rotation différentielle caractérisée par leurs vitesses angulaires Ω8= et
Ω>DC . Le gradient de température est imposé par des conditions aux limites de type Dirichlet sur les
parties inférieure et supérieure de la géométrie annulaire. Le diagramme de stabilité marginale est
fonction de trois nombres adimensionnés. Le premier est un nombre de Reynolds basé sur la fréquence
de Brunt-Väisälä :

'= =
#A8 (A> − A8)

a
, avec # =

√
U6
m)

mI

Le second est un nombre de Reynolds basé sur la vitesse rotation de la paroi interne :

'4 =
Ω8A8 (A> − A8)

a

Enfin, le dernier paramètre caractérise le différentiel de vitesse angulaire de rotation des parois
interne et externe ` = Ω>/Ω8. Dans cette étude de l’instabilité SRI, les équations de Navier-Stokes
incompressibles en coordonnées cylindriques sont en conséquence discrétisées selon les techniques
développées au chapitre 3.

4.2.3 Simulation de l’instabilité SRI
La figure 4.11 présente le diagramme de stabilité marginale correspondant aux expérimentations

réalisées par la G. Meletti. Les points de mesures correspondent à une gamme du nombre de Reynolds
couvrant l’intervalle 200 < Re < 1300 avec un ratio ` = 0.35 et un différentiel de température de
Δ) = 4 ('= = 250). L’objectif des simulations était de confirmer ce diagramme de stabilité, puis

Figure 4.11 – Diagramme de stabilité marginale.

d’extraire certaines propriétés. L’une des principales difficultés de la simulation de l’instabilité SRI
dans la gamme étudiée ne réside pas dans la résolution spatiale mais dans les temps d’intégration
nécessaires au développement complet de cette instabilité. Ce point est illustré ci-après.

Comparaisons simulation/expérimentation. Les composantes de vitesse radiale et azimutale sont
collectées par PIV et extraites des simulations sur un plan A − q à mi-hauteur et à mi-rayon. La
figure 4.12 présente le diagramme de Hövmoller de la composante azimutale de vitesse issue de
l’expérience et de la simulation. Elle illustre le caractère multi-échelle temporelle de cette instabilité.
Des profils radiaux de la vitesse azimutale moyenne et de spectres temporels sont également présentés
figure 4.13. Ces éléments de validation indiquent un bon accord entre les expérimentations et la
simulation tant sur les grandeurs moyennes que sur les composantes harmoniques. Le diagramme
de stabilité marginale (cf. Fig. 4.13) a été déterminé par simulations pour les nombres de Reynolds
200 < Re < 1000, confortant ainsi l’adéquation entre expérimentation et simulation. Par ailleurs,
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(a) expérience. (b) simulation.

Figure 4.12 – Diagramme de Hövmoller de la composante azimutale de vitesse Di pour Re = 400.

(a) (b) (c)

Figure 4.13 – Étude de stabilité pour une gamme de paramètres 200 < '4 < 1000 avec Δ) = 4 et
` = 0.35, (a) profils de vitesse moyen RE=400, (b) spectres RE=400, (b) spectres de la composante
azimutale (c) spectres avec variation du Reynlds 200 < '4 < 1000.
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comme observé expérimentalement, une transition vers la stabilité est observée pour des nombres de
Reynolds compris entre '4 = 800 et '4 = 1000.

Modulation d’amplitude. Le calcul haute performance a rendu possible de caractériser l’instabilité
SRI sur des temps d’intégration longs. Cela a mis en évidence un phénomène de modulation d’ampli-
tude basse fréquence. La figure 4.16 présente la manifestation de cette modulation d’amplitude à partir
des composantes azimutale et radiale de vitesse collectées à mi-hauteur et à mi-rayon. On distingue

(a) (b)

Figure 4.14 – Modulation d’amplitude Re = 600 avec Δ) = 4 et ` = 0.35, (a) établissement de la
modulation (b) zoom.

clairement un phénomène basse fréquence qui s’établit sur les temps longs de l’ordre de l’heure.
Les investigations menées par G. Meletti montrent que ces modulations caractérisent des régimes
différents de l’instabilité SRI. Cette dernière se manifeste sous la forme d’une structure en spirale en
rotation autour de l’axe principal avec un sens de rotation variable dans le temps. L’analyse des simu-

(a) (b)

Figure 4.15 – L’instabilité SRI (a) Iso-surface de la composante radiale de vitesse, (b) moyenne
conditionnelle.

lations montre que la modulation d’amplitude présente deux régimes distincts que l’on peut nommer
horaire ou anti-horaire. La figure 4.16 présente les diagrammes de Hovmöller entre deux modulations
d’amplitude. Les diagrammes de Hovmöller 4.16b-d indiquent des sens opposés de propagation des
structures que l’on associe au sens de rotation horaire et anti-horaire. Le minimum du signal modulé
correspond alors à la transition entre les rotations horaire et anti-horaire pour laquelle on observe une
superposition des deux caractéristiques linéaires.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.16 – L’instabilité SRI, (a) composante azimutale de vitesse au cours du temps, (b) (c) et (d)
diagrammes de Hovmöller sur les intervalles 1 2 et 3.

Conclusions. Cette étude de l’instabilité SRI illustre la complémentarité de l’expérimentation et de
la simulation numérique. La combinaison HPC et ordre élevé nous a permis d’intégrer sur des durées
suffisamment longues pour observer ce phénomène de modulation d’amplitude, récemment observé
par Lopez et al. (2022). Enfin, du point de vue de la formation par la recherche, ce travail illustre la
relative simplicité de mise en œuvre du code �$�(3 par un étudiant avec un profil expérimentateur.

4.3 L’instabilité barocline en grande cavité
L’association de la simulation numérique et de l’expérimentation pour l’étude de l’instabilité

strato-rotationnelle SRI illustre la complémentarité de ces deux approches.Dans cette dynamique, nous
avons naturellement souhaité prolonger cette démarche concernant l’étude de l’instabilité barocline
dans une configuration d’écoulement en rotation avec stratification résultant d’une différence de
température radiale. L’objectif final de ces travaux est la paramétrisation des ondes d’inertie-gravité
qui pourrait apparaitre dans les écoulements baroclines. La difficulté supplémentaire en comparaison
à l’étude de l’instabilité SRI réside dans la nécessité d’employer des maillages très fins sur des temps
d’intégration longs afin de pouvoir capturer la dynamique riche de cet écoulement. En s’appuyant sur
des résultats préliminaires, un résumé de ce travail sur les aspects baroclines est proposé dans les
paragraphes suivants.

4.3.1 Contexte et motivations
Les ondes baroclines sont reconnues pour être un des phénomènes énergétiques dominant dans

les circulations atmosphériques à grande échelle (Pierrehumbert et al., 1995). Il est possible de
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reproduire en laboratoire leur dynamique à l’aide d’un dispositif relativement simple (Hide, 1967) :
c’est la cavité dite barocline. Il s’agit d’une cavité annulaire contenant un fluide stratifié et en rotation
solide (cf. Fig. 4.17). Les paramètres de contrôle classiques sont les nombres sans dimension de

Figure 4.17 – Instabilités baroclines et ondes inertie-gravité (a) modéle de la cavité barocline (Rodda,
2019) (b) manifestation d’OIG dans l’atmosphére.

Taylor )0 et de Rossby '> qui sont associés respectivement à la rotation de la cavité et à l’intensité
de la stratification verticale. Pour une configuration géométrique donnée, et selon les paramètres de
contrôle, l’écoulement présente différents régimes allant de solutions axisymétriques jusqu’à un ré-
gime de turbulence géostrophique en passant par le développement d’ondes régulières stationnaires et
à vacillation structurelle.
Les ondes d’inertie-gravité (OIG) joueraient un rôle important en favorisant les transferts d’énergie
et de quantité de mouvement dans l’atmosphère et les océans. Le mécanisme d’émission des OIG
est lié à la capacité à restaurer de l’énergie des forces de flottabilité et de Coriolis, respectivement
caractérisées par la fréquence de Brunt-Väisälä # et la fréquence inertielle 5 . Cela se traduit par
l’émission d’ondes d’inertie qui se propage dans l’atmosphère comme l’illustre la figure 4.17. Parmi
les mécanismes d’émission des OIG, l’émission dite spontanée, résultant de l’excitation par les jets et
fronts d’ondes baroclines joue un rôle dans le transport de la quantité de mouvement et d’énergie aux
petites échelles Plougonven2014a. En l’état des connaissances actuelles, il apparaît que l’émission
des OIG est effective le long de la paroi intérieure pour des cavités à grand rapport de forme. Or,
très récemment Achatz Harlander privilégient des cavités baroclines avec un faible rapport de forme
1 − 0 >> 3, pour favoriser l’émission spontanée des OIG et modéliser plus fidèlement la dynamique
atmosphérique (où #/ 5 >> 1) e Le lecteur peut se référer aux articles (Achatz et al., 2015 ; Rodda
et al., 2020) permettant d’accroître le ratio #/ 5 . Pour ce type de cavité dénommée "atmospheric-
like", les observations préliminaires semblent indiquer une émission spontanée d’OIG dans des plans
horizontaux à la fois dans les expérimentations et les simulations numériques. A notre connaissance,
hormis l’article de Hien et al. (2018), il n’existe pas de simulation reproduisant l’émission spontanée
d’OIG dans une cavité barocline de grand rapport de forme. L’inconvénient pour ce type de cavité est sa
surface d’échange qui semble être suffisamment grand et qui par conséquent accroit les transferts avec
le milieu environnant. Ceci constitue le coeur du projet PHC-PROCOPE (BTU/M2P2/LAMPS) pour
lequel nous combinons expérimentations et simulations numériques directes sur une cavité barocline
de grande taille afin d’étudier la sensibilité de l’écoulement aux transferts à la surface libre. Ce travail
est toujours en cours, je présente donc quelques résultats illustrant notre démarche et les résolutions
les plus fines atteignables avec les méthodologies présentées dans le chapitre 3.

4.3.2 Modèle mathématique et configuration géométrique
Configuration de la cavité barocline. Le banc expérimental réalisé à BTU-Cottbus est constitué de
deux cylindres concentriques avec un grand rapport de forme (A> − A8)/� = 5.8. La cavité barocline
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est remplie d’eau de viscosité constante a, définissant ainsi une surface libre avec l’environnement
ambiant. Une différence de température radiale est imposée entre les deux parois verticales de la cavité
qui est soumise à une rotation d’ensemble à la vitesse angulaire Ω. Les paramètres sont récapitulés
dans le tableau 4.2. Les faibles variations de température légitiment l’hypothèse de Boussinesq pour

Paramètres géométriques Propriétés thermophysiques
Rayon intérieur a (mm) 350 Densité d (:6 <−3) 998.21
Rayon extérieur b (mm) 700 Viscosité cinématique a (<2B−1) 1.005 × 10−6

Espacement b-a (mm) 350 Conductivité thermique ^ (<2B−1) 0.1434 × 10−6

Hauteur H(mm) 60 Coefficient d’expansion U ( −1) 0.207 × 10−3

Table 4.2 – Configuration géométrique de la cavité barocline de Cottbus.

modéliser les effets de la flottabilité. L’écoulement est alors gouverné par les équations de Navier-
Stokes incompressibles. Les équations sont formulées dans un repère cylindrique en rotation suivant
la verticale avec une vitesse Ω (Abide et al., 2018).

Quel modèle de surface libre? La série d’expérimentations menée par l’équipe de U. Harlander
semble soulever une sensibilité des résultats du fait de la présence de la surface libre. En effet, la
surface libre présente une surface de contact avec le milieu ambiant important. Elle peut être le siège
de phénomènes de transferts thermiques comme l’évaporation ou des transferts convectifs. De même
un modèle pour la surface libre de type condition limite free stress peut s’avérer non approprié.
Par exemple (Faugaret et al., 2020) montre l’influence de la condition limite sur le déclenchement
des instabilités. En première approche, nous avons considéré un modèle qui perturbe la condition
d’adiabaticité de la surface libre. Le modèle des transferts thermiques à la surface libre est alors donné
par :

−_mn) = ℎ() − )0<1) (4.1)

le coefficient d’échange ℎ = 5,<−2 −1 et )0<1 est la température ambiante de la piéce. Un deuxième
modèle est actuellement en considération, il s’agit du modèle dit de Marangoni. Pour ce modèle, on
modélise l’impact du gradient de température à la surface libre sur la tension superficielle de l’eau.
L’équilibre des forces de viscosité à la surface, se traduit par les conditions aux limites suivantes.

`m=uB = −f)∇B) (4.2)

−f) est la dérovée de la tension superficielle par rapport à la température, et ∇B) = ∇) − ∇) · n et
uB = u − <0Cℎ1 5 D · nn sont les composantes tangentielles des la is the surface tension derivative
with respect Dans les premiers temps nous avons réalisé une étude préliminaire de l’influence de ces
modèles sur la surface libre.

4.3.3 Quelques simulations de la cavité barocline
Une simulation type. L’ensemble des simulations présenté ci-après a été obtenu selon la métho-
dologie suivante. Une solution stationnaire axisymétrique est premièrement calculée sur un maillage
grossier pour initier la transition vers un régime d’écoulement. La figure 4.18 illustre cette procédure
avec la perturbation de la solution stationnaire obtenuΩ = 0.2 A ?< afin d’atteindre un régime d’ondes
stationnaires pour la différence de température de Δ) = 2.5 et un taux de rotation de Ω = 0.4 A ?<.
La figure 4.18a est un diagramme dit de Hövmoller qui représente la température de surface à mi-
rayon de la cavité en fonction du temps. On constate que le régime d’ondes stationnaires est installé
après un temps d’intégration de 4 heures soit environ 18000 pas de temps. La figure 4.18b montre
de développement de l’onde barocline à différents instants. On remarque la transition vers un mode 4
matérialisé par les 4 structures en déplacement prograde.
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(a)
(b)

Figure 4.18 – Cavité barocline Ω = 0.4 A ?< Δ) = 2.5 température de surface (a) diagramme de
Hövmoller (b) instantanées de la température à différents instants.

Détermination du régime. Le régime de l’écoulement barocline est fonction de la vitesse de rotation
et de la différence de température verticale. Les régimes se différencient par le nombre et la structure de
l’onde barocline (cf. Fig. 4.18). Une information quantitative s’obtient avec une analyse harmonique qui
spécifie le nombre de modes et la vitesse de phase. Une telle analyse est présentée figure 4.19 illustrant
l’occurrence d’une onde régulière d’un mode 5. Le drift s’estime alors à partir de la pente de q</<

Figure 4.19 – Analyse harmonique pour le cas Ω = 0.5 A ?< Δ) = 5 (gauche) amplitude �< du
mode < (droite) phase divisée par le mode q</<

soit pour cette configuration 2.29×10−3 A03 B−1. Cette vitesse s’interprète comme la vitesse angulaire
prograde des ondes baroclines. Un paramètre supplémentaire est nécessaire pour caractériser le régime
de l’écoulement barocline : il s’agit du gradient thermique moyen dans la cavité.Hide (1967) souligne
que fréquence de # est à définir sur une différence de température verticale qui est à priori inconnue :
la grandeur disponible est la différence de température horizontale Δ) = )1 − )0. On détermine alors
la différence de température verticale caractéristique à partir du champ de température moyen (cf.
Fig. 4.21). Plus exactement, on définit deux paramètres adimensionnels fA et fI qui caractérisent le
gradient moyen :

fA
Δ)

1 − 0 =
1

(1 − 0)�

∫ ℎ

0

∫ 1

0

m)

mA
AdAdI fI

Δ)

�
=

1
(1 − 0)�

∫ ℎ

0

∫ 1

0

m)

mI
AdAdI (4.3)

Ainsi, on évalue la différence de température verticale effective par Δ)E = fIΔ) permettant le calcul
du nombre de Burger (O’Neil, 1969).
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Influcence du modèle de la frontiére libre. En introduction de cette section, il a été mentionné
que les expérimentations montrent une sensibilité de la dynamique aux conditions expérimentales.
Nous avons alors testé trois modèles de la surface libre pour estimer le rôle ces derniers sur la
dynamique de l’écoulement. Les simulations présentées reproduisent les expérimentations rapportées
dans (Rodda et al., 2020). La vitesse de rotation est de 0.7 rpm la différence de température de 2.5K
avec une température de paroi intérieure de 23◦C. Les conditions aux limites à la surface libres sont
variées selon les trois modèles développés lors de la section précédente. La figure 4.20 présente
des instantanées des champs de température de la surface libre. Ces simulations ont une résolution

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.20 – Champs de température de la surface libre (a) glissement sans frottement, adiabatique
(b) Marangoni, adiabatique (c) glissement sans frottement, convectif (d) expérimentation.

1024 × 200 × 400 et nécessitent des temps d’intégration pour la production de l’ordre 5 heures, soit
un peu moins de 200000 pas de temps. Ces simulations ont nécessité 72 heures cpu sur 800 coeurs.
D’un point de vue qualitatif la condition aux limites convectives présente le plus de similitudes avec
les expérimentations.

La stratification thermique donne une indication quantitative pour aider à l’identification du régime.
La figure 4.21 présente les champs de la température moyennée. On observe une stratification verticale

(a) adiabatique & glissement sans frottement (b) convectif & glissement sans frottement

(c) adiabatique & Marangoni

Figure 4.21 – Champs de température moyen cavité BTU Ω = 0.7 A ?< et Δ) = 2.5 . Le facteur
vertical est estimé à fI = 0.566 pour (a) et (c), et fI = 0.424 pour les conditions limites convectives
(b).

pour les trois modèles de la surface libre. Pour le cas considéré, il semble que le modèle de Marangoni
conduise à une stratification proche du modèle glissement sans frottement. La condition aux limites
thermique convective se différencie de l’adiabatique. En effet, en proche surface le gradient thermique
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Ω Δ) CL fI
0.7 A ?< 2.5 adiabatique 0.566
0.7 A ?< 2.5 Marangoni 0.566
0.7 A ?< 2.5 convective 0.424

Table 4.3 – Stratification thermique verticale selon le modèle de la surface libre..

vertical est localement inversé du fait d’une température extérieure inférieure. La table 4.3 quantifie
les stratifications thermiques verticales à l’aide du paramètre fI, confirmant l’analyse sur les champs
moyennés de température. L’inversion locale du gradient de température pourrait expliquer le caractère
irrégulier de la surface libre que l’on note sur la figure 4.21b.

Vers la trubulence géostrophique. L’accroissement de la vitesse de rotation conduit à un régime
de turbulence géostrophique. Récemment une série d’expérimentations a été réalisée par U. Harlander
(Cottbus/LAS) avec une vitesse de rotation de 2 A ?< et une différence de température de 4.5 . Une
simulation a alors été réalisée afin de compléter les observations expérimentales. La description de
l’ensemble des échelles spatiale nécessiter unmaillage fin de 1024×300×600, à l’aide de 1096 coeurs.
Un instantanné du champ de température à la surface libre est présentée figure 4.22a. La figure 4.23

(a) (b)

Figure 4.22 – Vers la turbulence géostrophique,Ω = 2 A ?< etΔ) = 4.5 , (a) température de surface,
(b) diagramme de Hövmoller .

présente l’analyse harmonique des champs de température pour différents taux de rotation.
Pour le taux de rotation le plus élevé (cf. Fig. 4.23b), on observe une décroissance significative du

spectre des fluctuations de température. De plus, ce spectre est continu et présente deux modes < = 5
et < = 6 relativement marqués qui sont associés à l’instabilité barocline. On notera que les taux de
rotation inférieurs conduisent à des spectres discrets (cf. Fig. 4.23a), soulignant ainsi la transition à la
turbulence de cet écoulement.

Conclusions. Ces quelques résultats illustrent la relative souplesse des contributions méthodolo-
giques présentées au chapitre 2. Le code recherche développé sur ces bases permet d’investiguer en
un temps raisonnable de nouvelles configurations. Toutefois, il me semble avoir atteint les limites
de la diagonalisation successive parallèle. Les perspectives proposées en fin de chapitre 2 relatant
l’hybridation MPI/OpenMP mais surtout les techniques itératives me paraissent être les solutions à
mettre en oeuvre. D’un point de vu compréhension, de l’écoulement cette première année de simula-
tion/expérimentation nous a permis de couvrir l’ensemble des régimes de l’écoulement.
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(a) (b)

Figure 4.23 – Transition vers la turbulence géostrophique (a) accroissement du taux de rotation (b)
2 A ?< et Δ) = 4.5 

4.4 Conclusions et perspectives
Ce chapitre présente les résultats de quelques simulations couvrant essentiellement les thématiques

des écoulements en milieux confinés et stratifiés en rotation. Pour ces simulations seul le modèle des
équations de Navier-Stokes incompressibles a été retenu et traité numériquement à l’aide de la diago-
nalisation successive parallèle et de l’évaluation des schémas compacts à l’aide de la technique rPDD.
Il a ainsi été possible de simuler des écoulements en géométries cartésiennes 3D et 2.5D ainsi qu’en
géométries 2.5D cylindriques, illustrant la flexibilité de cette approche. Ceci montre qu’il est possible
de conserver une disposition entrelacée des variables et un avancement temporel semi-implicite. La
présentation chronologique des simulations met en relief les choix méthodologiques que j’ai faits per-
mettant une utilisation du code de calcul HOCS3 dans un contexte HPC indispensable à la simulation
de phénomènes multi-échelle.

En marge des aspects techniques, ce chapitre illustre ma démarche scientifique pour légitimer le
travail de fond portant sur les aspects méthodologiques. En effet, en centrant mon activité de recherche
sur ces aspects, j’ai dû me positionner sur des écoulements pour lesquels la combinaison HPC ordre
élevé semblait être pertinente pour motiver des demandes de financement, de ressources informa-
tiques. Le cadre collaboratif développé avec BTU/LAS et AMU/M2P2 sur les écoulements en rotation
stratifiés illustre cette démarche. Elle permet de définir un cadre applicatif d’actualité et me permet de
démontrer la fiabilité de conforter ma démarche scientifique pour les ordres élevés dans un mode de
production de résultats.

Les perspectives immédiates de ces travaux sont principalement centrées sur la compréhension
des phénomènes d’instabilité dans les écoulements en rotation. Cette famille d’écoulement reste un
véritable défi à simuler, pour laquelle de nouvelles contributions seront essentielles pour atteindre
des #/ 5 représentatif des écoulements atmosphériques. La compréhension de phénomènes à la sur-
face libre revêt un aspect primordial pour lequel la simulation numérique directe reste un outil de
prédilection.

Des perspectives à moyen terme concernent la modélisation des écoulements pour lequel la
compressibilité est non négligeable. On notera, que de telles perspectives constituent un cadre applicatif
pour juger de la pertinence des méthodes numériques et leurs perspectives présentées dans le chapitre
précédent.
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CHAPITRE 5

MODÈLISATION DE PROBLÈMES NON-RÉGULIERS

Ce chapitre présente une synthèse de mon activité scientifique sur une thématique demécanique du
contact. Cette activité est le fruit de la collaboration avec M. Barboteu UPVD/LAMPS et S. Dumont
Univ. de Nîmes/IMAG débuté en 2013 avec l’encadrement de thèse de D. Danan (2016) et suivi de
celui de S. Cherkaoui (2021) .
Le point central de ce travail est la modélisation numérique du contact qui se traduit par une loi
unilatérale, dite condition de Signorini. Nous avons ainsi développé de nouvelles approches numériques
respectant la non-régularité pour ce type de problèmes en mécanique des solides déformables (Abide,
Barboteu, Cherkaoui, Danan et al., 2021 ; Abide et al., 2016), et des écoulements granulaires
(Abide, Barboteu, Cherkaoui & Dumont, 2021 ; Abide et al., accepted) , mais aussi sur des
problématiques de changement de phase ou pour des problèmes discrétisés à l’aide de schémas
compacts. Ce chapitre présente les principaux résultats en introduisant trois volets : la modélisation
physique conduisant à une condition de Signorini, les méthodes numériques et quelques applications.

5.1 Des modèles de type Signorini

La modélisation mathématique de problèmes de mécanique ou transferts thermiques introduit des
conditions aux limites sous une forme d’inégalité. Par exemple enmécanique du contact la condition de
non-interpénétration entre deux solides indéformables conduit à ce type formulation. La modélisation
de l’ablation de matière par un laser pulsé, ou de l’électro-déposition de peinture conduisent à cette
formulation particulière dite loi unilatérale ou loi de Signorini. Les sections ci-dessous présentent
deux modélisations mathématiques pour introduire un tel formalisme.

5.1.1 Loi de Signorini pour un modèle de matériau à changement de phase
Les matériaux à changement de phase sont utilisés pour limiter des pics de températures dans

les batteries, le stockage d’énergie ou encore l’amélioration du confort thermique. La modélisation
mathématique de tels phénomènes se révèle complexe à cause du fait de la présence d’un front de
solidification en mouvement et de la formulation mathématique du processus de changement de phase
à la température de solidification. Le nombre élevé des travaux de recherche consacré au problème de
Stefan illustre la diversité des approches théoriques et numériques (Duvaut, 1972).

Par exemple, ce problème fournit un cadre mathématique pour l’étude d’inégalités variationnelles
(Tarzia, 1996). Concernant leurs résolutions numériques, les méthodes enthalpiques (Voller et al.,
1981) sont couramment utilisés du fait de leur robustesse. De récents travaux modélisent avec succès
l’ablation de matière par laser en formulant le changement de phase par une condition de Signorini
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(Claus et al., 2019 ; Narimanyan, 2009). Dans le cadre de thèse de M. M. S. Binous (2017) un
travail exploratoire a été mené pour modéliser le comportement thermique de matériaux à changement
de phase qui seraient déposés en une fine couche sur un solide Sabeur et al. (2017). Ci-dessous, je
m’appuie sur cette modélisation pour introduire une première fois le concept de condition unilatérale
ou condition de Signorini.

Le cadre physique est celui d’un matériau solide (cf. Fig. 5.1) dont d’une partie de la frontière est
recouverte d’un matériau à changement de phase. Par ailleurs, cette frontière est soumise à une densité

(a) Repére local (b) Repére local

Figure 5.1 – Modéle physique pour le changement de phase surfacique.

de flux thermique de composante normale notée 8. Si l’on considère un domaine unidimensionnel
Ω = [0, !], la température satisfait à :

d�?mC) − ^m2
G) = 0 sur Ω (5.1)

où ^ est le coefficient de diffusion thermique, d la densité et �? la capacité calorifique. On impose la
température sur la paroi gauche G = 0 et la paroi de droite est recouverte d’un PCM. Ce matériau est
caractérisé par une température de solidification constante )< et d’une quantité de chaleur latente &; .
Si la température à l’extrémité ) (G = !) = )! est égale à la température de solidification )< alors la
quantité f = −^mG) − 9 > 0 alimente le processus de changement de phase. Si la température ) est
inférieure à )< le PCM est à l’état solide et par conséquent f = 0, en d’autres termes le flux 9 est
prescrit. Une expression mathématique de cette condition particulière est donnée par :

f = _ − 8 ≥ 0 en G = !
) − )< ≤ 0 en G = !

() − )<) (_ − 8) = 0 sur Γ
(5.2)

où _ = −^mG) désigne le flux diffusif en G = !. Ce système de conditions s’appelle les conditions
unilatérales ou de Signorini. On notera que c’est une loi multivoque et non-régulière pour laquelle des
méthodes numériques spécifiques sont à mettre en œuvre.
Durant la thèse de M.S. M. S. Binous (2017), une technique de projection itérative (S. Zhang et al.,
2013) a été employée sur la discrétisation temporelle du problème 5.1 avec les conditions 5.2. Un mur
recouvert d’une couche de PCM et soumis à un flux périodique 9 a été simulé. Nous avons comparé
notre modèle avec une méthode enthalpique pour laquelle le front de solidification est simulé (cf.
Fig. 5.2). On constate sur la figure (5.2) que dans la limite des faibles épaisseurs les deux modèles
prédisent un comportement identique. Le principal intérêt du modèle fine couche est que l’on s’affran-
chie d’une résolution couplée. Elle peut s’avérer coûteuse nous permettant de réaliser la simulation
d’une cavité différentiellement chauffée avec un flux de chaleur périodique avec ce type de condition
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Figure 5.2 – Evolution temporelle de la température du PCM en G = ! (a) influence de la chaleur
latente disponible (b) comparaison avec la méthode de Voller .

aux limites (M. S. Binous et al., 2016 ; Lage et al., 1993).

On notera que deux nombreux problèmes se formulent à l’aide d’un problème d’Helmholtz avec
une condition de Signorini. Les problèmes d’écoulement en milieu poreux pour lesquels on cherche
à déterminer les zones de suintement (Aitchison et al., 1983), ou encore de dépôt de peinture par
processus electrochimique (Aitchison et al., 1984) sont considérés comme des modéles de référence
(S. Zhang et al., 2013). Le modéle mathématique retenu est la forme stationnaire 5.1 du problème
2d/3d avec la condition aux limites 5.2. Il convient alors de chercher la solution D sur le domaine Ω
ainsi que la paire duale (D, _) sur ΓB pour le problème suivant :

−Δ2D = B
D = 6 sur Γ3 ; _ = 5 sur Γ=
_ ≥ 5 , D ≤ 6, (_ − 5 ) (D − 6) sur ΓB = 0

(5.3)

Ce problème sera considéré en section 2 de ce chapitre pour illustrer les approches numériques de
projection itérative et Primal Dual Active Set.

5.1.2 Problèmes multi-contact en milieu granulaire
Le phénomène de contact entre deux particules solides se formalise par une condition dite de

contact unilatéral. Par le biais des travaux réalisés avec S. Cherkaoui (2021) sur la modélisation
des milieux granulaires, j’introduis cette condition de Signorini pour le contact. On considère ici
un ensemble de grains indéformables, ou un milieu granulaire, soumis à une interaction de type
contact et mis en mouvement par un apport d’énergie mécanique externe (parois mobiles, conditions
initiales hors équilibres,...). Bien que les équations de mouvement des particules soient bien connues,
le mouvement d’ensemble du milieu granulaire se montrent complexe à cause de la non-linéarité
associée aux contacts. La modélisation mathématique du contact entre deux particules rigides s’obtient
en introduisant deux repères. Le premier commun au deux particules, ou repère global, est introduit
pour décrire la dynamique et résoudre les équations de mouvement. Le second est un repère local
associé à deux particules potentiellement en contact : il sert à exprimer les interactions de contact. La
figure (5.3) présente ces deux repères et les notations pour décrire la cinématique des particules. La
loi de contact entre une particule rigide %8 de masse <8 avec une particule % 9 de masse < 9 se décrit
dans le repère local associé au contact U. Il est défini par un vecteur unitaire normal nU et le vecteur
tangentiel tU. La cinématique et la dynamique du contact est caractérisée par le déplacement local uU
et l’impulsion de contact pU au point de contact "U. On note également ¤D= et ¤uC les composantes
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Figure 5.3 – Schématisation du passage de l’espace global des particules à l’espace local des contact.

normale et tangentielle de la vitesse ¤u définie par ¤D= = ¤u · n, ¤uC = ¤u−D=n. Enfin, ?= et pC représentent
les impulsions de contact normal et tangentiel sur le point de contact, définies par ?= = ( pn) · n et
pC = pn− ?=n. La figure (5.4) contextualise ces notations. La modélisation mathématique du contact

(a) Repére local (b) Loi unilatérale de contact

Figure 5.4 – Modélisation d’un problème de contact multi-corps rigides.

se base sur la distance D= entre une particule %8 et sa projection sur une autre particule % 9 , on parle
alors du gap 6U. Si le gap est positif aucune contrainte n’est exercée et par conséquent, l’impulsion
de contact normale ?= est nulle. Si le gap 6U devient négatif, une impulsion de contact normale ?=
répulsive naît au point de contact "U. L’intensité dépend des forces qui agissent sur les deux particules
(cf. Fig. 5.4). Ce comportement définit une relation de complémentarité, appelée loi de Signorini
Signorini, 1933, reliant la vitesse normale ¤D= à l’impulsion de contact normale ?=. La formalisation
mathématique de cette condition de contact est alors donnée par :

Si 6U > 0 alors ?U= = 0, (5.4)

Si 6U ≤ 0 alors

¤DU= ≥ 0, (5.5)

?U= ≥ 0, (5.6)

¤DU= ?U= = 0, (5.7)
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Les relations 5.4–5.7 conduisent aux conditions d’une loi de contact complète telle que formulée
par (Moreau, 1988). La dernière condition (5.7), est une relation de complémentarité qui assure la
conservation de l’énergie (voir (Dubois et al., 2018) pour plus de détails). Cette condition, également
appelée condition de persistance, signifie qu’une impulsion de contact normale ?= n’apparaît que lors
d’un contact persistant préservant ainsi la quantité d’énergie avant et après le choc. J-J. Moreau a
prouvé que ces conditions assurent la non interpénétrabilité entre les corps ; voir le Lemme de viabilité
de Moreau (cf. (Moreau, 1994, 1999)). La représentation graphique de la loi de contact unilatéral
est donnée par figure 5.4. Elle est alors à imposer sur l’ensemble des contacts possibles entre deux
pas de temps discret du schéma temporel. La vitesse à laquelle l’on souhaite imposer la loi de contact
est la moyenne pondérée entre ¤D−= et ¤D+= , les vitesses avant et après le contact. Ce choix conduit à la
définition suivante de la vitesse dite de Moreau :

¤D= =
¤D+= + 4= ¤D−=
(1 + 4=)

(5.8)

où 4= est le coefficient de restitution. On remarquera que pour 4= = 1 la vitesse avant choc est convervée
et par conséquent l’énergie cinétique l’est aussi.
La modélisation du changement de phase et celle du contact entre particules partagent ainsi cette
même condition de Signorini.

Toutefois dans le cas des milieux granulaires la paire duale résultante est à associer aux équations
de mouvement formulées en terme de mesures différentielles et qui s’écrivent :

M3 ¤q + F8=C (C, q, ¤q)3C = F4GC (C, q, ¤q)3C + 3R (5.9)

où
— M représente la matrice des masses généralisée,
— F8=C et F4GC représentent les forces intérieures et exterieures s’exerçant sur le système,
— 3R une mesure réelle non négative représentant les impulsions de contact entre particules

Ces équations de mouvement et la loi de contact persistant (5.4) – (5.7) sont discrétisées à l’aide d’un
\-schéma implicite en temps et d’un algorithme de Gauss-Seidel non-linéaire. Dans la suite de ce
mémoire, nous allons utiliser la loi de contact unilatérale en vitesse sous la forme d’une équation de
complémentarité. Ceci permet de donner un formalisme numérique pour ce type de probléme. Pour ce
manuscrit le détail de la méthodogie étendue au frottement n’est pas présenté. Le lecteur est invité à se
réferer aux articles Abide,Mansouri et al. (2021), Abide et al. (accepted) et au manuscript de thèse
de S. Cherkaoui (2021) pour ces points relativement techniques. La formulation de la condition de
Signorini en équation de complémentarité est le dénominateur commun que ce soit pour le problème
de Poisson, d’élasticité linéaire ou de milieu granulaire. La section suivante présente donc la fonction
de complémentarité associée à la condition de Signorini.

5.1.3 Condition de Signorini et fonction de complémentarité
La modélisation mathématique de problème en thermique ou mécanique introduit une loi unila-

térale ou dite de Signorini. Pour simplifier considérons la loi suivante, en faisant abstraction de la
physique qui est à son origine :

_ ≥ 0, D ≤ 0, _D = 0 (5.10)
On notera qu’il existe des interprétations différentes, comme la minimation de l’énergie, formulation
d’inclusion (Alart et al., 1991). Les approches numériques proposées pour ce travail s’articulent
autour de l’équation de complémentarité pour la paire duale D, _ suivante :

R(D, _) = _ − [_ + 2D]+ = 0 (5.11)

où [q]+ = max(0, q) . En effet, on démontre que cette équation de complémentarité est équivalente à
la loi de Signorini 5.10 pour différentes modélisations (thermique, granulaire et déformable) (Abide,
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Mansouri et al., 2021 ; Abide et al., 2016 ; Abide et al., accepted). R(D, _) est une fonction non-
linéaire et non-réguliére dont la recherche des racines est donnée par l’intersection entre le plan I = 0
et la surface caractéristique I = R(D, _)

L’approche retenue pour la recherche des racines est la méthode de Newton. Toutefaois, la difficulté
réside dans le caractère non-régulier R(D, _) qui nécessite des précautions lors du calcul du Jacobien.
Notre choix s’est porté sur une méthode de Newton non-lisse pour lequel le calcul des différentielles
généralisées (dérivée au sens de Gâteaux) de R(D, _) possédent les propriétés suffisantes pour assurer
la convergence de la méthode de Newton. Ce point est discuté à la section suivante.

5.2 Méthodes numériques
Une condition de Signorini est l’expression d’une relation multivoque dont le traitement numérique

se révèle délicat. Il est alors nécessaire de recourir à des méthodologies spécifiques telles que la
régularisation ou le Lagrangien Augmenté. Depuis la thèse de D. Danan, nous avons développé de
nouvelles approches pour traiter cette condition de Signorini pour les solides déformables en contact
sur fondation rigide et pour simuler les milieux granulaires. La démarche adoptée est basée sur la
mise en œuvre du solveur non-linéaire de Newton semi-lisse. Cette section illustre nos contributions
sur cet aspect numérique pour un problème d’Helmholtz avec une condition de Signorini sur le bord
5.3.

5.2.1 Méthode de Projection Itérative
Une des techniques récentes pour assurer la condition de Signorini est la méthode de projection

itérative X. Li et al. (2019), S. Zhang et al. (2013). Initialement développée pour la résolution
numérique du problème d’Helmholtz 5.3, nous l’avons étendu aux solides déformables en contact sur
fondation rigide durant la thèse de D. Danan (2016) (Abide et al., 2016). Elle consiste à exploiter la
relation de complémentarité équivalente à la formulation de Signorini, soit :

(D − 5 ) − [(D − 5 ) − 2 (mnD − 6)]+ = 0 (5.12)

avec 2 > 0 et [0]+ = max(0, 0) désignant l’opérateur de projection. S. Zhang et al. (2013) proposent
un processus itératif en argumentant sa convergence vers la solution du problème d’Helmholtz. Cela
consiste à itérer sur l’équation de point fixe 5.12 de la manière suivante :(

D:+1 − 5
)
−

[(
D: − 5

)
− 2

(
mnD

:+1 − 6
)]
+
= 0 (5.13)

où la solution D:+1 satisfait au problème linéaire suivant :
−∇ · ∇D:+1 = B 8= Ω

D:+1 = 5 >= Γ̄:+1B=

D:+1 + 2mnD
:+1 = D: + 26 >= Γ:+1B=

(5.14)

avec Γ:+1B= =
{
G ∈ ΓB

(
D: − 5

)
− 2

(
mnD

: − 6
)
> 0

}
et Γ̄:+1B= = ΓB/Γ:+1B= . La preuve de convergence de

cet algorithme est détaillée dans (S. Zhang et al., 2013) quelque soit 2 > 0.
Cette approche s’étend aisément au problème de contact entre un solide déformable et une fondation
rigide. Pour ce type de problème de contact, la méthode de projection itérative consiste à résoudre
une série de problèmes d’élasticité linéaire dont on imposera une traction libre ou un déplacement
selon le statut du contact, s’apparentant aux méthodes de type active set (Hintermüller et al., 2002).
La figure (5.5) présente un résultat pour le problème de contact de Hertz pour lequel une solution
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(a) Probléme de Hertz (b) Déplacement (c) Contrainte sur fondation

Figure 5.5 – Le problème de contact de Hertz.

analytique existe. Les premières investigations ont montré que le nombre des itérations non-linéaires
tendait vers un minimum pour les grandes valeurs de 2 (Danan, 2016). Cette propriété a été analysée
plus en détail avec S. Cherkaoui dans un cadre le cadre du problème de Poisson dans l’article (Abide,
Mansouri et al., 2021).
Ainsi, en s’appuyant sur une formulation équivalente de l’ensemble actif, on démontre que dans la
limite des grandes valeurs de 2 on obtient le schéma itératif suivant :

−∇ · ∇D(:+1) = B >= Ω

D(:+1) = 5 8= Γ̄
(:+1)
B=

mnD
(:+1) = 6 8= Γ

(:+1)
B=

(5.15)

pour lequel Γ:+1B= =
{
G ∈ Γ:B= : 2D: − D:−1 > 5

}
est l’ensemble des nœuds actifs. Ce schéma se trouve

être similaire en tous point à l’algorithmique de switching (Aitchison et al., 1998), à l’exception du
calcul de l’ensemble Γ:+1B= qui est déterminé par Γ:+1B= =

{
G ∈ Γ:B : D: > 5

}
. La comparaison du nombre

d’itérations non-linéaire entre la méthode de projection itérative, l’algorithme 5.15 et la méthode de
switching (Aitchison et al., 1998) est présentée figure (5.6). Cette expérimentation numérique a été

Figure 5.6 – Convergence de la différence absolue X: = ‖D: − D:−1‖2.

réalisée pour le problème de dépôt electrochimique de peinture (Aitchison et al., 1984). On constate
que les plus grandes valeurs de 2 conduisent à une meilleure convergence, et que la convergence de
l’algorithme 5.15 et la méthode de switching sont identique corroborant l’analyse précédente.
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5.2.2 Méthode Primal Dual Active Set
La méthode de projection itérative repose sur une démarche heuristique du traitement de la

recherche des racines de la fonction de complémentarité, conduisant ainsi à la définition d’ensemble
actif et inactif. Avec l’article (Abide et al., 2016), nous proposons une formulation alternative reposant
sur le formalisme de solveurs de Newton non-lisses appliquée fonction de complémentarité 5.10. Tout
comme la méthode de projection itérative, on formalise des ensembles actifs et inactifs identiques
aux méthodes Primal Dual Actif Set utilisées en contrôle optimal avec contraintes (Bergounioux
et al., 1999). Ce lien entre méthode de Newton non-lisse pour la fonction de complémentarité et
méthode PDAS est explicité par Hintermüller et al. (2002). Il s’agit là du trait commun avec la
méthode de projection itérative (S. Zhang et al., 2013) ou celle du sweeping (Aitchison et al.,
1998). La difficulté avec la méthode de Newton semi-lisse réside dans la relation de complémentarité
qui est non-différentiable au sens classique du fait de l’opérateur de projections [.]+. La notion de
différentiabilité doit être généralisée comme indiquée dans Hintermüller et al. (2002). Ci-après je
détaille présente les grandes étapes de l’écriture de la méthode de Newton semi-lisse pour la fonction
de complémentarité.
Le cadre retenu pour cette illustration est celui du problème modèle d’Helmholtz avec une condition
de Signorini imposée sur une portion de la frontière 5.3. Dans un premier temps on considère la
discrétisation du problème de Poisson d’inconnues u en exprimant le dual de sur la frontière ΓB noté
_n = mnD. Ce système d’équations est alors linéaire et se note formellementRD (u, ,) = �(u)+,n− 5 =
0. De même, sur chaque nœud de la frontière ΓB, nous définissons R_ (u, ,) = , − [, + 2u]+ = 0 la
relation de complémentarité que l’on cherche à satisfaire. Avec ces notations la discrétisation de notre
problème s’écrit formellement :

R(D, _) =
(
RD (D, _)
R_ (D, _)

)
=

(
0
0

)
(5.16)

En se donnant une paire duale initiale (u0, ,0), le formalisme de Newton semi-lisse conduit à la
séquence itérative : > 0 suivante :{

ΔRD (u: , ,: )Xu:+1 = −RD (u: , ,: )
ΔR_ (u: , ,: )X,:+1 = −R_ (u: , ,: ) (5.17)

où les incréments sont notées Xu:+1 = u:+1 − u: , X,:+1 = ,:+1 − ,: , et ΔRD,ΔR_ désignent les
différentielles généralisées. Le calcul de ΔRD ne pose pas de difficulté car la forme discrète est
linéaire. Concernant la relation de complémentarité ΔR_, le calcul de la différentielle repose sur
l’existence de la dérivée directionnelle de R_. Ce dernier est donné par :

ΔR_ (u, ,) = j(x)du − j(x)2d, pour G ∈ ΓB (5.18)

où j est la fonction indicatrice de l’ensemble des noeuds actifs A =
{
G ∈ Γ:B= : 2D: − D:−1 > 5

}
et j(x) = 1 − j(x) Le résultat de convergence de la méthode de Newton semi-lisse est donné par
Hintermüller et al. (2002) : il s’appuie sur le fait que la différentielle généralisée est une forme
linéaire. De plus, on remarquera que la différentielle ΔR_ (u, ,) prend les valeurs du ou d, selon le
signe ,+2u à l’interface. En pratique cela revient à chercher l’incrément (Xu:+1, X,:+1) en prescrivant
une condition de type Dirichlet sur l’ensemble actif et Neumann sur l’ensemble inactif. Pour notre
problème modéle de Laplace, la procédure se décrit alors de la maniére suivante :

(i) Choix d’une paire duale initiale (u(0) , ,(0)), posons : = 0.

(ii) Détermination de l’ensemble actif A (:) =
{
G ∈ ΓB : ,(:) + 2u(:) > 0

}
et par complément

de l’ensemble inactif I (:) = A (:)�ΓB
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(iii) Calcul de l’itérée : + 1 (D(:+1) , ,(:+1)) satifaisant au problème :
−∇2D(:+1) = B sur Ω

D(:+1) = 5 sur A (:)
_(:+1) = 6 sur I (:)

(5.19)

Les similitudes avec la méthode de projection itérative (S. Zhang et al., 2013) et la méthode de
switching sont ainsi clairement établies. La mise en œuvre la méthode de Newton non-lisse semble
préférable, car elle définit un cadre théorique et une méthodologie que qui lui confère une généralité.
Ainsi, au cours des encadrements doctoraux de D. Danan ou S. Cherkaoui, nous avons ainsi décliné
cette approche pour les milieux déformables sans et avec frottement (Abide, Mansouri et al., 2021 ;
Abide et al., 2016), les milieux granulaires avec frottement (Abide, Mansouri et al., 2021 ; Abide
et al., accepted). La section suivante s’attache à décrire les principaux résultats obtenus à l’aide de la
méthode PDAS et la méthode de projection itérative pour ces applications en mécanique.

5.3 Simulations de problèmes avec condition de Signorini
Cette section présente quelques simulations de problèmes non réguliers afin d’illustrer les deux

techniques de projection itérative et Primale Dual Active Set. La première section est consacrée au
problème de Laplace avec condition de Signorini et discrétisé par schémas compacts. Les autres
sections concernent l’application de la méthode PDAS pour la simulation de milieu granulaire. Quant
à la dernière section, elle présente des résultats d’un travail exploratoire sur les écoulements chargés
en particules.

5.3.1 Schémas compacts pour problèmes non-réguliers
Les méthodes d’ordre élevé sont connues pour être peu compatibles avec les solutions non-

régulières. Cependant, dans le cas du problème de Poisson avec une condition de type Signorini, la
non-régularité reste locale. La question de la pertinence d’une précision d’ordre élevé pour ce type de
problème se pose légitimement. On propose des éléments de réponse dans l’article (Abide,Mansouri
et al., 2021) et s’appuyant sur le préconditionneur de bas ordre (Abide, 2020). Je présente ci-après les
résultats les plus significatifs.
Le modèle physique est celui de l’électrodéposition (Aitchison et al., 1984) dont la formulation
mathématique conduit à l’équation d’Helmholtz 5.3 (cf. Fig. 5.7). La condition de Signorini est
appliquée sur la frontière ΓB dont on observe la non-régularité induite sur la solution autour de
l’abscisse curviligne B = 1.5 sur le coin supérieur droit (cf. Fig. 5.7b). La courbe traduit une
saturation de la condition de type Dirichlet D = 0, qui marque un plateau pour 1.4 < B < 1.6. Ce
type de résultat est caractéristique des problèmes contraints tels que les problèmes d’obstacle : une
membrane soumise à la déformation de son propre poids, mais avec un déplacement limité par un
obstacle. On notera que la solution numérique ne présente pas d’oscillations parasites au niveau de la
discontinuité, soulignant le bon comportement des schémas compacts bien qu’un schéma d’ordre 4 et
6 aient été utilisés. Ceci confirme une non-régularité plutôt faible : dérivées premières continues et
saut des dérivées secondes bornées.
Toutefois, les différentes expérimentations numériques menées dans (Abide,Mansouri et al., 2021),
et basée sur la méthode des solutions manufacturées employées par Cascavita et al. (2020), ont mis
en évidence que la précision numérique effective est dégradée selon le degré de non-régularité de la
solution. Cette conclusion est similaire à celle de Cascavita et al. (2020) pour tester la discrétisation
HHO. La figure 5.8 montre les erreurs numériques pour différentes précisions allant de l’ordre 2 à
6. Pour ce problème, la condition aux limites de Signorini porte sur le rayon intérieur. On remarque
que l’erreur maximale se situe dans les deux lieux où la solution perd sa régularité. Ceci correspond
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(a) Probléme d’électrodéposition (b) Solution sur le bors ΓB

Figure 5.7 – Le problème d’électrodéposition : configuration et solution sur la frontière de Signorini.

(a) D (b) ℎ2

(c) ℎ4 (d) ℎ6

Figure 5.8 – Le problème d’Helmholtz en domaine annulaire avec une frontière de Signorini.
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à la modification du statut actif/inactif ou, en d’autres termes, à la transition entre une saturation de la
condition de Dirichlet et la condition de Neumann. Néanmoins, le niveau de l’erreur numériquement
obtenu avec les schémas d’ordre élevé est inférieur l’ordre 2 dans les zones de régularité de la
solution. Ce résultat me paraît illustrer une propriété des schémas compacts qui est de confiner l’erreur
numérique dans les zones de non-régularité de la solution.

5.3.2 Ecoulements granulaires
L’étude des écoulements granulaires est au centre de nombreuses applications : phénomènes d’ava-

lanche, astrophysique, procédés industriels de dépollution... Pour la simulation des écoulements en
milieu granulaire, la méthode Discret Element Method (DEM) de Cundall et al. (1979) reste extrê-
mement populaire dans la communauté des sciences de l’ingénieur. Ceci s’explique par un schéma
d’intégration explicite et une loi de contact régularisée résultant du modèle masse-ressort amortisseur.
La contrepartie de cette simplicité réside dans un pas de temps très restrictif pour limiter l’interpé-
nétration géométrique (Paulick et al., 2015) inhérente au modèle DEM. Le travail de S. Cherkaoui
(2021) a consisté à étendre la méthode PDAS pour l’étude des milieux granulaires constitués de so-
lides indéformables selon le formalisme NSCD (Moreau, 1994), puis à discuter les performances par
comparaison avec la DEM. Pour faciliter ce travail qui inclut la parallélisation, le parti pris a été celui
d’implémenter l’approche NSCD-PDAS dans le solveur open source MFIX-EXA (Garg et al., 2012 ;
Musser et al., 2022). Ce solveur est spécialisé dans le couplage fluide particule (CFD-DEM) en envi-
ronnement massivement parallèle. Je présente ci-après une sélection résultats illustrant les propriétés
les plus remarquables de notre approche NSCD-PDAS au regard d’une méthode de référence. Afin de
simplifier la lecture, j’omets une présentation détaillée des cas testés mais le lecteur peut les retrouver
dans le manuscrit de thèse de S. Cherkaoui (2021) ou les articles (Abide, Mansouri et al., 2021 ;
Abide et al., accepted) .

Conservation de l’énergie cinétique La propriété de conservation de l’énergie cinétique caractérise
l’approche NSCD. Pour la méthode NSCD-PDAS, nous l’avons vérifié en considérant un système de
particules se déplaçant dans une boîte bi-dimensionnelle, avec une vitesse initiale aléatoire. Le champ
de gravité et les frottements sont négligés, conduisant alors un systèmemécanique pour lequel l’énergie
cinétique est conservée si le coefficient de restitution est unitaire. La conservation de l’énergie cinétique
du système est étudiée pour différents coefficients de restitution (cf. Fig. 5.9). Les tests ont été réalisés

(a) (b)

Figure 5.9 – (a) Distribution des particules à C > 0 et (b) évolution temporelle de l’énergie cinétique
pour les méthodes Primal Dual Active Set, Bi-Potentiel, Lagragien Augmenté.
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avec 2méthodes complémentaires : le LagrangienAugmenté et Bi Potentielle améliorée. Cette dernière
figure montre que la conservation de l’énergie cinétique est effectivement réalisée.

Ecoulement granulaire dans un tambour rotatif. Notre solveur NSCD-PDAS a été validé en
simulant une collection de particules rigides est déposée dans un cylindre dont la paroi est en rotation
avec une vitesse angulaire constante. Selon la vitesse de rotation et les propriétés mécaniques des
particules (coefficients de restitution, loi de frottement), cet écoulement présente une déformation de
la surface libre. Le cas-test reproduit ici est celuiMaione et al. (2015) pour permettre des comparaisons
à des simulations et expérimentations. La figure (5.10a) présente une capture de l’expérience réalisée
avec des billes d’acier dans un tambour rotatif à 40 tours par minute. Les billes d’acier s’organisent

(a) (b) (c)

Figure 5.10 – Vues de perspective des simulations du tambour rotatif réalisées avec les méthodes
PDAS (a) 100 billes d’acier, (b) 400 billes d’acier, 1600 billes d’acier lorsqu’un écoulement de surface
régulier est atteint.

en couches : une couche en contact avec la paroi du tambour et le reste des billes sous forme de lit.
Les figures (5.10b) et (5.10c) ont été obtenues par la méthode PDAS pour un milieu constitué de
100 et 400 particules. Nos simulations montrent que l’angle en régime établi est de 26 ◦, ce qui est
proche de celui observé expérimentalement par Maione et al. (2015). De plus les performances de
notre approche NSCD-PDAS sont supérieures à celles de la méthode du bi-potentiel ou du Lagrangien
augmenté : pour la configuration de 1600 billes, on observe une amélioration d’un facteur 2 minimums
(cf. (Abide, Mansouri et al., 2021)).

Éléments de comparaisons entre laDEMet laNSCD-PDAS. Une série de simulation a été réalisée
pour comparer les méthodes NSCD-PDAS et l’approche DEM dans la configuration du tambour
rotatif contenant 400 particules. La figure (5.11) montre un instantané du régime établi obtenu avec
les modèles NCSD-PDAS et DEM-CUNDALL. La couleur des particules correspond à la distribution
aléatoire des rayons de particules. Les deux approches donnent qualitativement le même résultat. Une
analyse plus fine a été réalisée en mesurant l’interpénétration géométrique entre les particules. La
figure (5.12) indique les niveaux d’interpénétration pour les deux approches NSCD-PDAS et DEM-
CUNDALL. On observe une pénétration moyenne de l’ordre de 10−7 mètres sur quelques contacts
avec l’approche NSCD. Avec la méthode DEM-CUNDALL, on relève une interpénétrabilité plus
importante. Elle est de l’ordre de 10−6 mètres sur une bonne partie des contacts pour une constante de
raideur normale (cf. Fig. 5.12a). C’est un résultat attendu puisque lemodèle DEM-CUNDALL autorise
l’interpénétration entre particules. Il est possible de réduire cette interpénétration en augmentant le
coefficient de raider := (Maione et al., 2015), mais cela implique des pas temps très faibles mobilisant
des ressources informatiques plus importantes.
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(a) (b)

Figure 5.11 – Instantanés des profils d’écoulements granulaires dans un tambour rotatif à 400
particules de distribution aléatoire obtenus par (a) DEM-CUNDALL et (b) NSCD-PDAS en régime
établi.

(a) (b)

Figure 5.12 – Visualisation des interpénétrations lors des simulations d’écoulements granulaires
dans un tambour rotatif à 400 particules de distribution aléatoire obtenues par (a) DEM-CUNDALL
:= = 103#.<−1, et (b) NSCD-PDAS.
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Propriétés de conservation. L’une des propriétés les plus remarquables de laNSCDest son caractère
conservatif. La figure (5.13) présente l’évolution temporelle de l’énergie cinétique pour le cas-test
du tambour en rotation calculé à partir de la méthode DEM et NSCD-PDAS. On constate que le

Figure 5.13 – Variations de l’énergie cinétique des simulations d’écoulements granulaires dans un
tambour rotatif à 400 particules de distribution aléatoire au cours du temps obtenues par
DEM-CUNDALL (pour différentes constantes de raideur normales :=) et NSCD-PDAS.

niveau moyen d’énergie cinétique est dépendant du coefficient de raideur :=. De faibles valeurs de :=
autorisent des pas d’intégration plus important, mais sous-évalue l’énergie du système. De valeurs de
:= plus importantes conduisent à une meilleure approximation du niveau d’énergie cinétique tendant
vers celui de la méthode NSCD-PDAS. Le caractère conservatif de cette dernière est clairement illustré
ici : il fournit le niveau d’énergie cinétique le plus élevé.

Calcul Haute Performance Le choix du framework MFIX-EXA ayant été motivé par son potentiel
de parallélisation intéressant (Musser et al., 2022), l’implémentation de la NSCD-PDAS a été réalisée
en intégrant cet aspect. La figure (5.14) présente une collection de plus de 16000 particules de diamètre
compris entre 1 et 2<< et distribués sur une grille de 64 processeurs. La parallélisation deMFIX-EXA

(a) (b)

Figure 5.14 – Instantanées des profils d’écoulements granulaires dans un tambour rotatif à plus de
16000 particules NSCD-PDAS [(a) diamètre des particules (b) rang des processeurs].
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(Garg et al., 2012) est basée sur une décomposition géométrique du domaine comme le montre la
figure ( 5.14b). La scalabilité des deux approches NSCD-PDAS et DEM-CUNDALL est évaluée en
évaluant le speedup et l’efficacité. Les tests de performances ont été obtenus sur le centre de calcul
MESO@LR, sont basés sur une partition en 4, 8, 16, 32, 64 et 96 sous-domaines. Les résultats sont
présentés figure 5.15. On note une rapide dégradation des performances qui résulte d’un mauvais

(a) (b)

Figure 5.15 – Scalabilité obtenue par DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS [(a) Speedup, (b) Effica-
cité en fonction du nombre de processeurs] mesurée à régime établi pour le système d’écoulement
granulaire dans un tambour rotatif.

équilibrage des charges résultant de la sédimentation des particules. Ces courbes illustrent la limite de
la décomposition géométrique de type cartésienne proposée parMFiX indépendamment de l’approche
considérée DEM ou NSCD-PDAS.

Ces extraits de résultats montrent quelques propriétés effectives de la méthode NSCD-PDAS et
des éléments de comparaison avec la méthode DEM bien établie dans la communauté des sciences de
l’ingénieur. Bien que l’implémentation de la NSCD-PDAS soit plus complexe que celle de la DEM, la
conservation de l’énergie où la très faible interpénétration géométrique en fait uneméthode de référence
pour la simulation des écoulements granulaires. La stabilité temporelle associée à la formulation
implicite méthode est un aussi un élément remarquable qu’il convient d’exploiter notamment pour la
simulation d’écoulement fluide chargé en particules.

5.3.3 Simulations préliminaires diphasique fluides/particules
Un des cadres applicatifs de la thèse de S. Cherkaoui (2021) a été la simulation d’un lit fluidisé.

L’objectif était de pouvoir tester le potentiel de l’approche NSCD-PDAS pour la simulation d’écou-
lements chargés en particule (CFD-NSCD). Pour cette étude, on s’est alors appuyée sur le logiciel
MFIX-EXA qui intègre ce modèle avec l’approche DEM (CFD-DEM).

Modéles physiques d’écoulements chargés Le modèle physique constitutif des écoulements di-
phasiques fluide/solide dépend du régime d’écoulement autour des grains solides et de la charge en
particules. La complexité de telles études réside en la combinaison du caractère multi-échelles inhérent
à l’écoulement fluide, de la dynamique de contact des particules et des interactions avec la phase fluide.
De fait il existe une hiérarchie de modèles pour le traitement de ces écoulements. Le modèle deux
fluides "Two-Fluid Model" (TFM) de type Euler-Euler, présenté par Gidaspow (1994) ou Enwald et
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al. (1996), permet de simuler les écoulements diphasiques fluides-particules. Une deuxième approche
repose sur un modèle Euler-Lagrange. Introduite par Tsuji et al. (1993), cette approche consiste en
un couplage de la méthode des éléments discrets pour la modélisation des particules et de l’approche
eulérienne de la phase fluide (CFD-DEM). Dans ce cas, la phase solide est considérée comme un
ensemble de particules interagissant avec la phase fluide continue selon une modélisation qui dépend
de la charge en particules de l’écoulement. Ce dernier paramètre permet de préciser le modèle de
couplage ; du fluide vers les particules (One-way coupling), fluide-particule réciproques (Two-way
coupling) et fluide-particules réciproques ainsi que particules-particules (Four-way coupling). Dans le
travail de thèse de S. Cherkaoui, la méthodologie NSCD-PDAS a été mise en œuvre avec MFIX-EXA
selon le modèle d’interactions de type Four-way coupling. Le modèle mathématique de la phase fluide
est celui de Navier-Stokes à densité variable et d’un terme d’échange de quantité de mouvement qui
modélise l’action de la phase solide sur la phase fluide. Le modèle mathématique n’est pas reporté
dans le manuscrit : le lecteur peut se référer aux documents de référence de MFIX (Garg et al., 2012)
et pour l’intégration de la NSCD-PDAS à la thèse de S. Cherkaoui (2021).

Dynamique de l’écoulement L’objectif de ce paragraphe est de donner un aperçu global de l’écou-
lement dans le lit fluidisé, indépendamment de l’approche utilisée. Pour cela, nous réalisons une
simulation sur un temps d’intégration de 60 secondes, assez long pour pouvoir observer un régime
établi où le lit est en perpétuel mouvement. Nous constatons alors que l’écoulement se met en mou-
vement et tend vers un régime stationnaire au bout de quelques secondes de simulation. Par ailleurs,
en se basant sur une comparaison qualitative des champs dit "instantanés" de vitesses des particules
correspondants à la phase de fluidisation du lit (cf. Fig. 5.16), on observe les mêmes écoulements à
différents instants de la simulation, aussi bien pour la DEM que pour la NSCD. Ces séquences tem-
porelles montrent par ailleurs une faible présence du fluide près des parois inférieures du conteneur,
la concentration de particules y est beaucoup plus élevée. Un phénomène de re-circulation se met en
place, puisque les particules tassées au fond du lit passent par le centre du lit par où le fluide est injecté,
puis sont éjectées vers les bords.

(a) (b) (c)

Figure 5.16 – Champs instantanés de la position des particules pour le lit fluidisé de Goldschmidt
0.5 s (à gauche), 1 s (au milieu) et 60 s (à droite) de simulation obtenues par NSCD-PDAS.
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Comparaisons CFD-DEM / CFD-NSCD. Une discussion argumentée des performances de la
NSCD-DEM a été réalisée par comparaison avec la CFD-DEM en utilisant l’environnement MFIX-
EXA. La figure 5.17 présente l’évolution temporelle de la vitesse verticale à différentes hauteurs du lit
fluidisé. Les fluctuations haute fréquence illustrent la forte instationnarité de l’écoulement, quel que

(a) (b)

Figure 5.17 – Évolution de la vitesse d’écoulement du fluide au cours du temps dans différentes
cellules du maillage fluide obtenues par (a) DEM-CUNDALL, (b) NSCD-PDAS pour le lit fluidisé de
Goldschmidt.

soit le modèle utilisé. Nous observons une grande similarité entre le modèle DEM Cundall et al.
(1979) et la NSCD que nous proposons. Le calcul des statistiques confirme cette observation. Les
profils de la vitesse verticale moyenne pour différentes hauteurs H = 0.1, 0.2 et 0.3< sont reportés à la
figure (5.18). Ces profils sont relativement similaires nous fournissons ainsi un élément de validation

(a) (b) (c)

Figure 5.18 – Profils de vitesse d’écoulement du fluide moyennés dans le temps obtenus pour le lit
fluidisé de Goldschmidt à différentes hauteurs. (a) 0.1<, (b) 0.2<, (c) 0.3<.

de notre approche NSCD-PDAS dans un contexte appliqué.

Sur le caractère implicite de laNSCD. L’une des propriétés remarquables de la NSCD est sa grande
stabilité temporelle tout en garantissant la non-interpénétration géométrique. Nous avons mené des
comparaisons enmatière de temps de calcul entre les approches CFD-DEMet CFD-NSCD en simulant
le lit fluidisé sur une durée de 60 B. Le modèle DEM est paramétrée constante des raideurs := (cf.
sec. 5.3.2). Des constantes croissantes ont été considérées de := à 104 et 106 #.<−1. On rappelle que le
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modèle NSCD-PDAS peut être vu comme la limite de la DEM avec une valeur infinie de la constante
de raideur. Pour toutes les simulations réalisées le pas de temps du schéma temporel des particules
est constant : 3CB>;834 = 5 × 10−4B). Pour l’approche DEM-CUNDALL, la variation de la constante de
raideur := nécessite d’adapter le pas de temps de pour garantir la stabilité temporelle. A titre indicatif,
pour := = 106 #.<−1, le pas de temps est de l’ordre de 3CB>;834 = 1 × 10−5B, soit plus d’un ordre de
grandeur. Dans la table (5.1), nous fournissons les temps CPU totaux fluide et solide pour chaque
simulation. On constate que les temps CPU sont équivalents si l’on choisit := = 2519 #.<−1 mais

Approche de contact Temps CPU total
fluide (s)

Temps CPU total
solide (s)

DEM-CUNDALL (:= = 2519 #.<−1) 3019 20050
DEM-CUNDALL (:= = 104 #.<−1) 3033 38230
DEM-CUNDALL (:= = 106 #.<−1) 3054 346103
NSCD-PDAS (3CB>;834 = 1 × 10−4 B) 3039 132081
NSCD-PDAS (3CB>;834 = 5 × 10−4 B) 3022 21302

Table 5.1 – Temps CPU totaux fluide et solide pour simuler le lit de Goldschmidt selon l’approche
de contact.

avec une interpénétration possiblement élevée (cf. section 5.3.2). Si on privilégie une interpénétration
faible, alors le choix de := = 106 #.<−1 est indiqué mais il conduit à un temps de calcul supérieur
d’un facteur 15 à la NSCD-PDAS.

5.4 Conclusions et perspectives
Ce chapitre présente une synthèse détaillée de mon activité scientifique et d’encadrement sur une

thématique en mécanique du contact. Le point central est le traitement numérique de la condition
unilatérale inhérent à la formulation de problème de contact mécanique ou transferts thermiques avec
changement de phase. Nous avons abordé cette condition, aussi dite de Signorini, sous l’angle d’une
équation de complémentarité à résoudre. La méthode de Newton semi-lisse s’est avérée offrir un
cadre théorique pour la convergence et cadre méthodologique pratique. Premièrement, nous avons pu
traiter des problèmes en mécanique du contact couvrant la mécanique des milieux déformables et les
écoulements granulaires.
Il me semble avoir établi des liens avec mes activités principales en mécanique des fluides numériques
et les schémas compacts. Ceci est étayé par deux conclusions qui me paraissent intéressantes pour
ouvrir de nouvelles perspectives. Premièrement, nous avons constaté que le manque de régularité des
solutions sujettes à une condition unilatérale ne dégradait que localement la précision des schémas
compacts. Cela laisse entrevoir de nouvelles investigations pour les schémas compacts en mécaniques
des milieux déformables avec contact.
Le deuxième point intéressant est le retour d’expérience sur le couplage CFD-NSCD. On ne dénombre
que peu de travaux d’un tel couplage, qui plus est en dimension 2. Les simulations réalisées avec S.
Cherkaoui (2021) montrent clairement le bénéfice en matière de temps cpu. Un axe de poursuite de
travaux serait naturellement l’extension de ce type de couplage aux solveurs fluide tel que présentés
au chapitre 3.
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Ma contribution la plus significative réside certainement dans la mise en oeuvre des schémas
compacts dans le cadre de la modélisation numérique des écoulements. La démarche scientifique qui
a guidé mon activité de recherche a par conséquent consisté en l’élaboration d’un code à vocation
généraliste original (du type LES/DNS). L’idée directrice de l’ensemble de mes travaux a reposé sur
une correcte exploitation du caractère local des schémas compacts.

Ce caractère, que je qualifie de "quasi-local", est discuté au chapitre 2 de ce manuscrit. Sur la base
de mon expérience, je discute de l’origine de la perte du caractère local des schémas compacts lors de
la discrétisation des problèmes elliptiques. Plusieurs techniques ont été mises en oeuvre dans le but
de répondre le plus efficacement possible à ce point précis.

Ainsi dans le chapitre 3, je présente mes contributions méthodologiques. Je met en évidence la
pertinence de l’approche rPDD afin d’exploiter le caractère local des schémas compacts dans le cadre
des solveurs incompressibles. J’y propose également une technique de parallélisation de la méthode
de diagonalisations successives pour les problèmes elliptiques séparables. Bien que n’exploitant pas
la localité des schémas compacts, elle reste suffisamment performante pour réaliser en un temps
raisonnable des simulations d’écoulements multi-échelles. Par ailleurs, une alternative basée sur le
préconditionnement de bas ordre est proposée et discutée dans ce chapitre.

Il n’en demeure pas moins, qu’en utilisant la combinaison rPDD et la méthode de diagonalisation,
il nous est possible de réaliser des simulations LES et DNS pour des configurations cartésiennes et
cylindriques. Ces points sont abordés dans le chapitre 4. J’y résumemes contributions aux thématiques
des écoulements confinés anisothermes, et plus récemment sur les écoulements stratifiés soumis à la
rotation dans le cadre de mes collaborations nationales et internationales. Cette dernière thématique
me paraît illustrer la pertinence de ma démarche. Les limitations informatiques (en terme de coûts de
calcul et de souplesse) permettent de conforter les choix de mes futures directions de recherche.

Le dernier chapitre résume ma collaboration avec la composante de mathématiques de notre labo-
ratoire traitant de la mécanique du contact. Les applications visées sont par exemple, les écoulements
granulaires, le contact entre un solide déformable et une fondation rigide. J’y présente aussi des travaux
en lien avec mes activités de recherche sur les schémas compacts ainsi qu’un travail exploratoire sur
les matériaux à changement de phase surfacique.

Les perspectives que je propose sont dans la continuité de cette démarche scientifique : contri-
butions méthodologiques exploitant la nature locale des schémas compacts, définition d’un cadre
applicatif afin d’évaluer l’efficacité de ces dernières. Je décline ci-dessous les perspectives selon le
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thème considéré.

Schémas compacts. La démarche que je propose dans le but d’exploiter le caractère local des sché-
mas compacts me semble indiquer la stratégie à suivre quant au traitement des problèmes elliptiques.
Il apparaît que le préconditionnement de bas ordre reste efficace et pourrait ouvrir des perspectives
tant pour le calcul haute performance que pour le traitement de problèmes à coefficient variable ou en
géométrie complexe. Les travaux en cours visent dans l’immédiat à déterminer le point d’"inversion"
entre le préconditionnement et la méthode de diagonalisations successives. Le point d’inversion est
la taille du maillage pour lequel le temps cpu du préconditionnement sera inférieur à celui de la
diagonalisation. Cette information déterminée dans un contexte applicatif (canal turbulent incompres-
sible, cavité barocline,...) fournira un point de repère pour la recherche de préconditionneurs plus
performants tels que des préconditionneurs de type multiblocs. La formulation implicite d’opérateurs
hyper-diffusifs (Lamballais et al., 2021) pourrait également constituer une perspective intéressante.
La souplesse et la robustesse du préconditionnement de bas ordre pourraient contribuer à étendre le
domaine d’application des schémas compacts.

Problèmes non-réguliers. Ce travail collaboratif sur la thématique de la mécanique du contact m’a
permis d’acquérir uneméthodologie pour une classe demodèles non-réguliers. Cette spécificité devrait
permettre d’ouvrir un nouveau champ d’application des schémas compacts. L’étude du problème non-
régulier de Poisson avec une condition de Signorini, discrétisé par schémas compacts pourrait permettre
une résolution efficace des problèmes en élastodynamique avec contact. Les tests préliminaires de
couplage fluide/particules se sont révélés particulièrement convaincants car la contrainte de stabilité
temporelle de la phase solide peut être relaxée dans le contexte de la NSCD. Signalons qu’il existe
peu de travaux avec un couplage fluide/particules incluant l’approche NSCD. On citera par exemple
les travaux de Dbouk et al. (2016) qui proposent un tel couplage fluide/solide basé sur une approche
dite à frontières immergées proposée initialement par Laizet et al. (2009) dans le cadre des schémas
compacts. Ce nouvel axe de recherche pourrait trouver un cadre applicatif pour les applications de
type solaire concentré, où la phase solide est considérée comme un vecteur énergétique.

Calcul Haute Performance. Désormais indissociable des activités en simulation, le calcul haute
performance est à considérer dès la conception d’un solveur Navier-Stokes basé sur des méthodes
d’ordre élevé. L’essor des architectures hybrides CPU-Cores/GPU 1 et les temps d’accès mémoire
rendent cruciale la localité en mémoire des données. Ceci est un des points clefs quant à la mise en
oeuvre adéquate des schémas compacts permettant de combiner précision et calcul haute performance.
A court terme, des stratégies simples peuvent être développées afin d’accélérer les solveurs actuels via
l’hybridation MPI/OpenMp. C’est une procédure technique qui a pour finalité de réduire le volume
des communications. De même, les préconditionnements par précision mixte (simple précision) sont
des pistes à explorer en vue de réduire les temps de restitution des simulations.

Ces aspectsméthodologiques restent légitimes, s’ils contribuent à une problématique d’intérêt. Cela
a été une difficulté clairement identifiée durant mes premiers encadrements de thèse. L’établissement
des collaborations établies avec l’équipe de AMU/M2P2 et U. Harlander (BTU/LAS) me semble
être incontournable compte tenu du contexte de mes activités de recherche. Cela me permet ainsi de
constituer une sélection d’écoulements de référence avec une problématique numérique clairement
identifiée.

Simulations numériques d’écoulements. Les ondes d’inertie gravité jouent un rôle important dans
la dynamique des transferts de l’atmosphère. Ces régimes peuvent être atteints en laboratoire qu’avec

1. https ://www.top500.org/
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des cavités baroclines de grand rapport de forme, induisant du point de vue numérique des simula-
tions massives en terme de temps de calcul et mémoire, qui sont à l’heure actuelle hors de portée.
Mes contributions méthodologiques dans le cadre des schémas compacts pourraient constituer une
approche prometteuse à cette problématique. Par ailleurs, la technique de préconditionnement de bas
ordre devrait permettre de prendre en compte le modèle alternatif proposé par Wright et al. (2017)
qui consiste à imposer des conditions aux limites de nature différente à la surface libre de la cavité
barocline.

Le domaine d’étude des écoulements faiblement compressibles est également un volet des mes
activités de recherche que je souhaite développer. Mes travaux sur les solveurs elliptiques à coefficients
variables entrent naturellement dans ce cadre. Des échanges avec le laboratoire PROMES concernant
la turbulence de canal en présence d’un fort gradient de température devraient me permettre de confor-
ter l’utilisation des schémas d’ordre élevé dans un contexte de modélisation complexe lié au solaire à
concentration.

En conclusion, il me semble que l’importance des discrétisations d’ordre élevé dans notre commu-
nauté de la simulation numérique des écoulements dépend fortement des interactions entre méthodes
numériques et architecture des infrastructures de calcul haute performance. C’est dans cette direction
que je souhaite poursuivre mes futures activités de recherche.
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